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Lad de unge talenter blomstre i forskning, formidling og faglige foreninger

Har vi forskningsfrihed ved de danske universite-
ter? Og hvad er dét i grunden? Hvis forskningsfri-
hed meget snaevert skal opfattes som retten til lige
preecis at lave hvad man selv finder for godt har vi
naeppe nogensinde haft det sddan. Men tidligere
var der mindre opmeerksomhed pa hvad forskerne
beskeeftigede sig med. Den nye ledelsesstruktur
ved universiteterne blev i hej grad indfert for at &
mere kontrol med hvordan universiteterne udnytter
bevillingerne. Dette har betydet at der nu er mere op-
meerksomhed fra ledelsernes side omkring sammen-
heengen mellem forskningen og de ovrige opgaver
ved universiteterne. Da en stor del af de bevilgede
forskningsmidler til universiteterne er bundet op
pa konkrete projekter kan nogle forskere i stigende
grad opleve et pres for at indpasse deres forskning i
konkrete projekter, som de ikke selv har valgt. Endnu
ser vi det ikke sd meget i den matematiske forskning,
men hvis vi pa leengere sigt skal gore os hdb om at
opna store kontraktmidler til forskning i matemati-
ske emner under de betingelser vi kender nu, er der
neeppe tvivl om at ogsd den matematiske forskning
vil blive presset i retninger der er mere fokuseret pa
konkrete problemstillinger end pa abstrakte teori-
dannelser. Det bliver et stort, men meget nedvendigt,
arbejde at fastholde det politiske system pé veerdien
af matematikken i alle dens aspekter. Dette er ikke
alene en dansk problemstilling. Overalt i verden er
der konstante anslag mod den akademiske frihed og
vilkdrene for intellektuelt arbejde.

De matematiske foreninger har en stor opgave i at
oplyse befolkningerne om vaerdierne i den matema-
tiske grundforskning. | Dansk Matematisk Forening
fors@ger vi at veere os denne opgave bevidst, men
kun hvis alle gode kraefter star sammen kan det lyk-
kes. Danmark er ikke stor nok til at der er plads til
slagsmal omkring den matematiske forskning, for
hvis fundamentale matematiske forskningsomrader
udsultesfarerdettilgenerelforarmelse. Storhed varer
ikke evigt hvis man falder i sgvn eller falder hen i
benovelse over egne tidligere bedrifter. Der skal der-
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for gives plads og frihed til at unge forskere udvikler
nye ideer inden for de fundamentale matematiske
forskningsomrader.

Kravene til de yngre videnskabelige medarbejdere
ved de matematiske institutter er betydelige og kon-
kurrencen er hard omkring de faste stillinger. Det er
velkendst, at forskningen tilleegges en helt afggrende
rolle ved bedemmelsen af ansagere til stillinger i
matematik. Da undervisning som hovedregel er en
central og ligevaerdig del af stillingsindholdet i en
videnskabelige stilling i matematik, tilleegges gode
faglige kommunikationsevner naturligvis ogsa stor
vaegt. | Dansk Matematisk Forening er der hardt brug
foryngre kolleger, der vil gare en altruistisk indsats
for matematikken, og de matematiske institutter ved
universiteterne opfordres derfor til at opmuntre og
stotte kolleger, der vil deltage i foreningens arbejde
uden skelen til snaevre egeninteresser.

Alle forskere ma tage et fagligt ansvar for deres fags
udvikling, og det er meningslast at overlade dette
tilandet end forskerne. Det betyder ikke alles kamp
mod alle, men alles kamp for den samme sag, nemlig
kampen for at fastholde og udbygge matematik-
kens vitalitet og styrke. | den sammenhaeng er det
godt at have faglig organisation. Den Europaeiske
Matematiske Forening har i ar 2000 nedsat en RPA
(Raising Public Awareness) komité, hvor Danmark
har bidraget siden starten. For gjeblikket er professor
Steen Markvorsen, DTU, medlem af komitéen og
han har pa afgerende made bidraget tilatudformeen
spritny hjemmeside www.mathematics-in-europa.eu
som blev officieltindviet i september 2010. Det kan
steerkt anbefales at tage et kig pa denne hjemmeside
som vil samle de aktiviteter der foregar i Europa
med henblik pd at synliggere matematikkensrollei
samfundets udvikling.

God Sommer 2011
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www.mathematics-in-europe.eu

Public awareness

A subcommittee of the EMS - the raising public
awareness (rpa) committee — was founded seve-
ral years ago to improve public understanding of
mathematics, and a number of projects have been
realized since then.

A popular mathematical webpage

A new idea arose at the beginning of 2009: the rpa
committee was asked to launch a popular mathema-
tical webpage under the auspices of the EMS:www.
mathematics-in-europe.eu.

Itis the hope that this domain will address everyone
with an interest in mathematics. It also makes avai-
lable rpa material developed in European countries
and provides a forum for the exchange of ideas.

Initial suggestions for the structure of such a do-
main were discussed at a meeting of the committee
in Brussels. The basic language is English, but most
of the articles will be presented in other European
languages as well.

After negotiations in the summer of 2009, a
sponsoring agreement with the Munich RE (a large
German reinsurance company) was signed at the end
of 2009. (For more details see the author’s article in
Newsletter 75, March 2010.)

Since then, much work towards a realization of
www.mathematics-in-europe.eu. has been under-
taken.

A considerable quantity of material has been col-
lected: News and information, popularization activi-
ties, competitions, mathematical help, mathematics
as a profession, etc.

The webpage was advertised at the ICM in Hy-
derabad. The official launch took place at the open-
ing of an international rpa conference in Obidos
(Portugal) at the end of September 2010 (see www.
cim.pt/RPAM ).

The dream

Those of us who are working for the realization of
www.mathematics-in-europe.eu. have a vision. Our
ambitious aim is to create a webpage that provides
interesting information about mathematics for many
groups.

For example, schoolchildren will find help if they
failed to understand a particular mathematical topic
in class; students can prepare for visiting a university
where mathematics is spoken in a different language;
teachers will find suggestions on how to present
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af Ehrhard Behrends, chair of
the rpa committee

(Edited for - and
communicated to - Matilde by
Steen Markvorsen, DTU)

special aspects of mathematics in an attractive way;
from colleagues who want to be active in the popu-
larization of mathematics we will collect ideas for
projects that have been realized successfully in other
countries etc.

We hope that the domain will get extensive name
recognition in Europe, and that this will increase the
visibility of the EMS and attract additional sponsors
to support our work.

The realization

An Italian proverb says Tra il dire e il fare c’e di
mezzo il mare”: there often is a huge gap between
first ideas and a satisfactory realization. In order to
bridge this gap as effectively as possible, the help of
many will be necessary.

Indeed, we are asking you who are reading these
lines to collaborate. ““What can I do?” you may ask.
You could send us one (or some) of your popular
articles or help us e.g. with the creation of a database
of rpa activities in your country.

Let me conclude with another proverb: “"Rome
wasn’t built in a day.” And the same is true with
www.mathematics-in-europe.eu.

The “blueprint” as well as many “buildings”
already exist, and with your help we will do our best
to realize carefully and systematically the ““districts”
we have in mind.

Please send us an e-mail (to behrends@mi.fu-
berlin.de or, resp. S.Markvorsen@mat.dtu.dk) if you
are willing to assist us!

From the meeting in Brussels, 2009
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OM DET UENDELIGT SMAA OG DET

UENDELIGT STORE | MATHEMATIKKEN
(FRIT EFTER GEORG BRANDES 1869)

Allerede Euklid er betesenkelig ved at
tage ordet “uendelig” forfaengeligt. Han
skriver, at der er flere primtal end et-
hvert (endeligt) tal. Argumentet herfor
er enkelt: En primoplgsning af produk-
tet af et antal primtal plus 1 vil give
mindst ét nyt.

Allerede Pythagoras ma sande, at selv
de uendeligt mange rationale tal ikke
slar til. Den retvinklede ligebenede tre-
kant med katheter af lsengden 1 har
et kvadrat pa hypotenusen med area-
let 2. Og intet rationalt tal har kva-
dratet 2. Da fjernsynet kom til Dan-
mark, optradte Svend Bundgaard pa
skeermen med denne oplysning. Han
skrev et rationalt tal som en uforkorte-
lig brek, p/q, og sluttede, at hvis
p? = 2¢2%, sd matte ¢ vaere ulige og
p veere lige, altsa p = 2r, (r ogsa et
helt tal). Men sa kan vi forkorte til
2r2 = ¢2, hvorfor ¢ ma veere lige. En
modstrid. Det forteelles, at dette ikke
gav den ventede PR for faget.

Grackerne valgte at focusere pa geome-
triske stgrrelser frem for tal, men lgb
straks ind i problemer: En terning med
rumfanget 2 forlanger jo konstruktio-
nen af /2, en suspekt konstruktion. Og
cirklens kvadratur, dvs konstruktionen
af et kvadrat med arealet m, kommer

man ikke i nserheden af.

Et uendeligt faenomen inden for de ra-
tionale tal er det sakaldte “Zenons pa-
radoks.” I en bevaegelse mod et mal
tilbagelaegges forst halvvejen, sa halv-
vejen af resten osv. Strackningen deles
op i uendeligt mange bidder, sa man al-
drig nar frem! Men en fysiker vil maske
sige, at med jeevn hastighed bliver ti-
den ogsa delt op efter samme recept,
sa klokken bliver aldrig hel. Altsa, vi
har blot bemaerket formlen

io: 27" =1
n=1

I det 19. arhundrede tog man sig sam-
men til at udvide de rationale tal til de
reelle tal pa en made, sa disse fyldte
alle hullerne mellem hine pa tallinien.
Enten ved at definere uendelige deci-
malbrgker eller ved Dedekinds snit, der
definerer et reelt tal ved meengden af
rationale tal, der er stgrre. Altsa en
nedad begraenset ikke tom delmaengde,
A, af de rationale tal:

D#£ACQ
med egenskaben, at
Va € A: [a,00[C A

eller
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Vae AVre Q:r>a=reA
Fx defineres v/2 som
V2={zecQz>0A2%>2}

Georg Cantor ggr nu den interessante

iagttagelse, at med en af disse definiti-

oner — der er sekvivalente — er der flere

reelle tal end rationale! Uendelige stgr-

relser er ikke ngdvendigvis lige store.

Vi definerer ligestorhed pa samme made,
som vi indser, at der er lige mange fingre
pa vore to haender, nemlig ved at der

eksisterer en korrespondance mellem

dem. Altsa, A og B er lige store, hvis

vi kan finde en bijektiv funktion

f:A—B
dvs

r#yeA= flx)# fy)

og
Vbe Ba€ A: f(a)=b

Hvis vi nu har en funktion fra de natur-
lige tal ind i de reelle tal, altsa en folge
af reelle tal, og disse, r1,7a,...,7, ...
skrives som decimalbrgker,

_ .h
T'm =Tn,Tn1Tn2---T'nm---

med r, € Z og my; € {0,1,...,9}, sa vil
et tal s = 0,515253.. med egenskaben
sj # rj; ikke vaere med i fglgen. Dette
kaldes Cantors diagonalargument. Vi
slutter heraf, at allerede Dedekinds del-
maengder af QQ er flere end Q selv, idet
det er let at se, at Q kan udtgmmes
af en passende folge. (Brgkerne £ med
Ip| + |g| < n er endeligt mange.)

Men verre endnu! Cantor indsa, at
det er et generelt faenomen i maengde-
leeren, at der er flere delmaengder af en
maengde, end der er elementer i den.
Det geelder i det sma: Den tomme
mangde har én delmaengde, nemlig sig
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selv, men ingen elementer! Og en maeng-
de med n elementer har 2" delmaeng-

der, og n < 2™ for alle n € N.

Det generelle argument er rgrende en-

kelt: Er A en meengde og D(A) maeng-

den af dens delmangder, oger f: A —

D(A) en funktion, sa kan ikke enhver

delmeengde veere et billede af et ele-

ment i A. Thi vi definerer delmaengden

B={zcAlz¢ f(z)}

Hvis nu B = f(b), sa er spgrgsmalet,
om b € B? Hvis b € B, sa siger de-
finitionen, at b ¢ f(b) = B. Og hvis
b¢ B = f(b), sa siger definitionen jo,
at b € B.

Dette argument blev bergmt som Rus-
sel’s paradoks, at “meengden af alle
maengder” ikke giver mening. Der er
heller ikke nogen stgrste maengde.

Et spgjst eksempel pa et forvirrende
feenomen er det uendelige “kraemmer-
hus” dannet af funktionen % pa inter-
vallet [1, 0o[ ved drejning om z-aksen.

—

For hvert x dannes en cirkel med ra-
L Kreemmerhusets rumfang bli-

dius =
ver derfor
o0
/ %da: =7
1z
Men overfladen bliver jo
(e @]
2
/ —Wda: =00
1 X

Som en fysiker vil sige: Vi kan fylde det
med maling, men vi kan ikke male det!
Nu stgdte Dedekinds definition John
Conway i 1970’erne ved at veere i to
trin, forst Q, sa R. Samtidig var JC
optaget af at generalisere spils additive



struktur fra upartiske spil til partisan-
spil iseer inspireret af formanden for The
British Go Association, John Diamond.
Deres iagttagelse af go—spillet var, at
dette spil pa naturlig made splittes op
i en sum af spil ligesom de upartiske
spil.

Det typiske upartiske spil er NIM, op-
fundet og navngivet af C. L. Bouton
i 1902. Det er en sum af uhyre enkle
spil, nemlig bunker af teendstikker med
spillereglen, at den spiller, der har tur,
fjerner et antal pa mindst én taends-
tik. Er der kun 1 bunke, vinder han
let ved at fjerne hele bunken. Men al-
lerede ved 2 bunker, er situationen an-
derledes. Er de lige store, har anden
spiller den vinderstrategi at kopiere for-
ste spillers traek i den urgrte bunke. Er
de ikke lige store, vinder fgrste spiller
ved at gore dem lige store. Er der 3
eller flere bunker, kompliceres situatio-
nen betydeligt.

Det viser sig, at alle upartiske spil er
aekvivalente med NIM.

Partisanspil er spil med fuld informa-
tion, hvor spillerne har hver sine mulig-
heder. Typiske eksempler er skak, dam
og go, hvori spillerne opererer med hver
sine brikker. Nerop spillet go, der har
som mal at afgreense det stgrste areal
pa spillebraettet, reduceres i slutspillet
til spredte graensefaegtninger rundt om
pa braettet. Derved opstar den natur-
lige sum af spil: Spilleren veelger, i hvil-
ken konflikt han vil seette ind og sa
hvordan.

JC gnsker at starte fra bunden og defi-
nere spil, naturlige tal, rationale tal og
reelle tal med samme opskrift. Mens
Dedekind har én opskrift pa de ratio-
nale tal og derefter en helt anden pa
de reelle tal, definerer JC spil rekursivt
som fglger. Der er to spillere, V (ven-
stre) og H (hgjre). De har hver sine
muligheder, der alle er allerede define-
rede spil. Svarende til en stilling pa
go—breaettet, hvor den ene spiller kan be-
seette et tomt felt med en sort sten, den

anden et tomt felt med en hvid sten. Vi
har fra starten kun et spil, som vi kan
skrive {|@D}, altsa spillet, hvor ingen
af spillerne har noget traek til radighed.
Vi betegner dette spil som 0, og forstar
det som det spil, hvor den spiller, der er
i treekket, har tabt. Nu kan vi definere
tre nye spil: {0|0}, {0]0}, {0]0}, idet
vi skriver 0 for {0}. Her er de to forste
partisanspil, mens det sidste er upar-
tisk. Spillet {0|@} er altid vundet for
V. Er det hans tur, veelger han spillet
0, der ikke giver H noget traek, sa H har
tabt. Er det H’s tur, har han intet track
og har derfor tabt. Vi betegner dem
som hhv {0|0} = 1 og {0|0} = —1.
Disse spil er tillige eksempler pa tal.
Tallene er spil, hvor alle mulighederne
for begge spillerne tillige er tal, og hvor
intet tal, der er til hgjre, er < noget
tal til venstre. Spillet {0|0} er derfor
ikke noget tal, men et meget simpelt
upartisk spil, der betegnes med * og er
vundet for den spiller, der er i traekket.
Bemeerk, at bunken med 1 teendstik i
NIM er et eksempel pa spillet *.

Med denne start opbygger JC spil og
blandt dem tal, der snart viser sig at
omfatte alle kendte tal og en mangfol-
dighed af hidtil ukendte stgrrelser.
Ogsa i almindelighed betyder summen
af flere spil, at spilleren i tur veelger et
af spillene at traekke i og sa efterlade
summen af det heri valgte spil og de
urgrte. Som man i go veelger et hjgrne
af breettet at traekke i.

Betragt nu spillet

S = {0[1} +{0[1} + {0]|0}
Nu kan V traekke til
0+ {01} + {00}
som H traekker til
{0|9} +{0|0}
som V traekker til

0+ {9|0}
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som H traekker til 0, og V har tabt.
Og H traekker til

{0[0} + {01} +{0]0}
som V treekker til
{00} + 0 + {00}
som H traekker til
{0|9}

som V trakker til 0 og H har tabt.
Med andre ord, S = 0 og derfor er

oy =5

Ethvert spil, som tabes af den, der har
tur, regnes for 0. Spillene har en partiel
ordning defineret ved, at spil, der altid
kan vindes af V| er positive. Rekursivt
defineres

—t{zly) = {-yl - =}

Fx
—{0]0} = {0[0}

Ordningen defineres derfor som seedvan-
lig

>y & x—y>0

Hvis hverken x —y > 0 eller y —x > 0,
sa er der to muligheder: x—y = 0 og x—
y = *. Med andre ord, at z —y tabes af
fgrste spiller hhv vindes af forste spiller.
Vi skriver hhv x = y og z||y. Fx 0]|*.
Alle NIM-bunker undtagen den tomme
er ||0, mens jo @ = 0.

Tallene er simpelthen de ordnede spil,
og vi har set starten pa de rationale
med naevner en potens af 2.

Fx seetter vi w = {0, 1,2, ...|} og finder
fx w+1 = {0,1,2,...[0}. JC define-
rer ogsa produkt og kvotient, hvorved
hans udvidede talmaengde bliver et le-
geme. Dette indeholder explicitte infi-

nitesimaler, fx % = {1, %, i, o
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Spillet 7= {0]*} opfylder 0 <7< 27"}
for alle n, den simpleste positive infin-
itesimal. Man regner med dem fx er

{01} =T+ T+xo0g {1|7}=1{0] 1}

Et endnu mindre positivt spil er
{0[{0| = n}} for n >0

JC’s spil omfatter tallene som den ord-
nede delmangde, der omfatter de ssed-
vanlige reelle tal, men udggr et langt
mere omfattende legeme, — kaldet de
“surreelle tal,” — med uanede maeng-
der af uendeligt sma og uendeligt store
storrelser.
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Revitalizing the 1960 Mathematics Major

Den gamle redaktor leeste nedenstdende
indleeg i maj-nummeret af “Notices”, ny-
hedsbrevet fra DMF’s meget store soster
AMS. Vel vidende at danske universiteter
ikke er i alle mader som nordamerikanske
universiteter, og at sputnik-chocket efter-
handen er s mange ar siden at det naesten
er glemt. Og at klima-krisen, som dybest
set er langt mere alvorlig, aldrig vil frem-
kalde et lignende politisk respons og pres
pa universiteternes eksakte fag, herunder
matematik, for at skifte gear. Vel vidende
alt dette, syntes redaktoren alligevel at der
er et velment budskab i Tuckers artikel,
som han gerne vil dele med de af Matildes
leesere der ikke nedvendigvis lige fik leest
maj-nummeret af Notices.

Som altid, er kommentarer, debatindleeg,
yderst velkomne.

Redaktoren.

I entered college around 1960 in a golden era for the
mathematics major. At that time, 5% of freshmen
expressed an interest in becoming math majors
(although only half as many earned math degrees).
Math grads were in demand for new careers in
aerospace and other technological industries along
with traditional careers in insurance and teaching.
Many of my math major friends planned to go to
medical or law school as well as graduate school in
mathematics or other quantitative disciplines. For
many smart freshmen with unsure career plans, ma-
thematics was a default major. This piece sketches
my reading of why the math major changed along
with an argument for why it needs to be revitalized.

Most U.S. universities in the 1950s had many
tenured non-PhD faculty in mathematics, and many
offered a dated mathematics curriculum, e.g., a
typical junior math course was tensor calculus. A
dramatic increase in the number of math PhDs was

af Alan Tucker, SUNY-Stony Brook
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Alan Tucker 0g hans son Teddy

needed both to upgrade the quality of faculty and
match the rapid growth of college enrollments. The
mathematics major curriculum required a massive
revision to reverse the high failure rate in first-year
graduate courses in Lebesgue integration, etc. The
proposed solution appeared in Pregraduate Prepara-
tion for Research Mathematicians (1963), the first report
of the MAA’s new Committee on the Undergraduate
Program in Mathematics (CUPM).  The widely
adopted 1965 CUPM report, A General Curriculum
for Mathematics in Colleges, presented a gentler ver-
sion of the 1963 recommendations with the goal that
mathematics majors at all institutions should have
some preparation for graduate study in mathematics
(it was assumed that one-third of math majors would
earn an M.S. in the mathematical sciences).

From 1960 to 1965, the number of math Bachelors
degrees grew from 11,000 to 20,000 and math PhDs
from 300 to 700, according to AMS and CBMS sur-
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vey data. The 1968 NRC COSRIMS report predicted
60,000 BS’s and 2200 PhD’s in math by 1975. The
Bachelors number actually decreased, dropping to
12,000 by 1980 and staying around there to this day.
PhD numbers did grow but more slowly. Many math
majors struggled with the more abstract curriculum,
and employers complained that math graduates
often seemed ill prepared to work on industry’s pro-
blems. Further, new programs in computer science
lured away many potential math majors. Although
math majors were now better prepared for success in
graduate school, the catholic 1960 image of the math
major had faded. From 1975 on, only 1% of college
freshmen expressed an interest in a math major.

Now let me turn to the situation from the faculty
viewpoint, based on conversations with my father,
A. W. Tucker who was chairman of the Princeton
Mathematics Department around 1960. His view of
academic life was that he was paid to teach but given
the free time to do research which he loved. That
was a time when universities had modest graduate
programs and the focus was on undergraduates;
federal support of research was just starting. All
Princeton faculty, including department chairs and
even the Dean of the College, taught two courses a
semester. One semester each year my father was the
lead professor in the big calculus course that most
freshmen took. When I asked him years later when
I was a department chair why he assumed this extra
duty, he looked at me like I was crazy and said, “The
most important thing the Princeton Mathematics
Department did was to teach freshman calculus,
and so as department chairman it was obvious that
I should lead that effort.” As chair, he felt it was
also his job to get to know most of the math majors
personally. [For more vignettes about those days, see
my personal website.]

My father believed that one person could be bla-
med (or credited) with reorienting university faculty
towards graduate students and research—Clark
Kerr. In seeking to recruit star faculty from the Ivy
League schools to Berkeley, Kerr hit upon the win-
ning strategy of offering reduced teaching loads and
little undergraduate teaching. I remember seeing
one after another of our faculty neighbors get lured
away, while my father and the rest of the Princeton
administration watched helplessly as they stuck to
their 2-courses-a-semester, undergraduate-focused
tradition. Other public universities followed the
Berkeley example and finally the Ivies gave in. Soon
all faculty at universities wanted to be treated like
stars with reduced teaching loads. Ahuge increase in
precalculus and other low-level mathematics enroll-
ments at public universities along with the pressure
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to get research grants has further diminished the at-
tention given to math majors over the past 40 years.

I believe that research mathematics departments
will have trouble flourishing, especially at public uni-
versities, without flourishing math majors. This was
a key message in the 1999 AMS Towards Excellence
report, which cited examples of several universities
with flourishing math majors. As one model, in
the programs cited at UCLA and Chicago, research
faculty collaborate with non-research faculty or ma-
thematically trained advisors to give math majors
personal attention.

Mathematics departments cannot compete with
the natural sciences for resources in research dol-
lars. Since regular faculty do limited teaching in
calculus-and-below courses, which are over 80% of
math enrollments, mathematics departments cannot
count on the huge enrollments in these courses to
justify their size. Indeed, administrators are increa-
singly using 4-course-a-semester lecturers, adjuncts
and technology to provide cheaper instruction than
graduate students and instructors-- and they often
do a better job; in the process, math TAships and
faculty lines are eliminated.

Without meaning to diminish the importance of
research mathematics, I believe that a broad-based,
thriving major in a core discipline like mathematics
is valued and respected by administrators as an im-
portant university service to society and its economic
well-being. The value of studying mathematics is
perhaps more in its mental training than its content.
The wide- ranging accomplishments of math majors
speak for themselves: from economist John Maynard
Keynes to biologist Eric Lander, who led the Human
Genome Initiative, to Jim Simons, professor turned
hedge fund guru turned philanthropist, and even to
basketball star Michael Jordan.

Alan Tucker has taught for 40 years at SUNY-Sto-
ny Brook, where 6% of Bachelors graduates are
in mathematics, pure and applied.

Fra: Tucker, Alan. Doceamus: Revitalizing the
1960 Mathematics Major. Notices Amer. Math.
Soc. 58 (2011) 704-705.

Bragt efter tilladelse fra American Mathematical
Society (AMS)




Hvis der er et let og sommerligt
tema i dette nummer af Matilde,
er det den investering vi gor, gen-
nem undervisning af studerende,
i fremtidens matematik.

For kort tid siden fik foreningen
en henvendelse fra en canadisk
phd studerende Sheldon Joyner,
der bad om tilladelse til at seette
pa nettet en overseettelse af den
’Jensen’s bergmte artikel fra 1915 i
Nyt Tidsskrift for Matematik’. Op-
havsrettighederne var hos Dansk
Matematisk Forening. Vi gav straks
tilladelsen. Samtidig bad vi den
studerende om han ville begrunde
sin interesse for denne artikel. Det
gjorde han, som man ser herunder,
foran et genoptryk af artiklen.

Artiklens forfatter, Kaj Lachte
Jensen var endnu studerende da
han i under 1. verdenskrig frem-
lagde et bevis for en talteoretisk
seetning af en vis vigtighed i den
lange proces der sidst i forrige ar-
hundrede forte til et bevis for Fer-
mats Store Seetning. Fra L. Corry
(“Number crunching vs. number
theory: computers and FLT, from
Kummer to SWAC (1850-1960),
and beyond”, Arch. Hist. Exact Sci.
(2007)) citerer vi:

As a matter of fact, very little is
known about Jensen. Apparently
he was a student of Niels Nielsen
(1865-1931), a versatile mathemati-
cian who after 1904 became interested
in Bernoulli numbers, and published
a series of research articles and later
on a textbook on the topic [Nielsen
1923]. Still as a student in 1915 Jensen
published in a remote Danish journal
a proof of the existence of infinitely
many irregular primes of the form 4k +
3 [Jensen 1915]. His proof was rather
straightforward and did not require
any special idea or technique that was
not known to number theorists since
the time of Kummer.

Flere oplysninger om K.L Jen-
sen modtages med glede af re-
daktionen. Vi giver ordet, forst til
Sheldon Joyner, derefter til unge
Jensen selv.

K.L. Jensen's 1915
paper and the
irregular primes

Sheldon Joyner
The University of Western Ontario

In the 1915 article reprinted below, K.L. Jensen proved a rather surprising result
pertaining to the set of irregular primes.

A prime p is called irregular if it divides the class number of the pth cyclotomic
field Q(e2™*/P). This condition was first recognized as being important by E.E.
Kummer, in his investigations surrounding Fermat’s last theorem. In fact, when
a prime q fails to be irregular (in which case it is called regular), then as Mazur
points out (cf. his article cited below), “ ‘enough’ of the fundamental theorem
of algebra holds in Q(e?7%/4)” for Kummer to have been able to prove that
x? 4 y? = 27 has no non-trivial integer solutions.

Although it is very difficult to explicitly calculate class numbers, even for cyclo-
tomic fields, we can check whether a given prime is irregular quite easily, thanks
to a criterion discovered by Kummer: a prime is irregular if and only if it divides
the numerator of at least one of the rational numbers BQZ" for 2 <2n <p-3,
where Bs,, denotes the 2nth Bernoulli number. In this way Kummer found that
37, 59 and 67 are the only irregular primes less than 100. The only others less
than 200 are 101, 103, 131, 149 and 157. Are infinitely many of the primes then
regular? Even though much further empirical evidence suggests this to be the
case, to this day this question remains open. On the other hand, we do know
that infinitely many of the primes are irregular!

This type of question was certainly of interest to Kummer and his successors,
but it was K.L. Jensen who first proved this, in the above-mentioned article. He
actually proved much more: there exist infinitely many irregular primes congru-
ent to 3 modulo 4! His proof, like the rest of his paper, is remarkably elegant,
and the germ of the ideas of this proof may be seen in later developments: In
the 1960s, H. Montgomery observed that for integer moduli N other than 4, one
could similarly prove that there exist infinitely many irregular primes which are
not congruent to 1 modulo V. Building on this work a decade later, Yokoi and
Metséinkyld showed that given any subgroup G of (Z/NZ)™ there exist infinitely
many irregular primes which reduce modulo N to (Z/NZ)™ \G. (Yokoi proved
this for odd prime N and Metsénkyla generalized the result to arbitrary integer
N.) Finally Skula proved that this is the best one can do using only certain
essential facts about Bernoulli numbers (which are ingredients of the above-
mentioned proofs). These properties of Bernoulli numbers were known in the
nineteenth century, but in his article, Jensen gave a self-contained treatment by
re-proving them using minimal mathematical machinery.

References: Jensen, Kaj Lochte. Om talteoretiske Egenskaber ved de Bernoulliske
Tal. Nyt. Tidsskr. Math. Afd. B 26 (1915), 73-83

Mazur, Barry. How can we construct abelian Galois extensions of basic number
fields? Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 48 (2011), no. 2, 155-209, 11R04
Metsnkyl, Tauno Distribution of irregular prime numbers. J. Reine Angew.
Math. 282 (1976), 126-130.

Montgomery, Hugh L. Distribution of irregular primes. Illinois J. Math. 9 1965
553-558.

Skula, Ladislav. Non-possibility to prove infinity of regular primes from some
theorems. J. Reine Angew. Math. 291 (1977), 162-181.

Yokoi, Hideo. On the distribution of irregular primes. J. Number Theory 7

(1975), 71-76.
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Om talteoretiske Egenskaber ved
de Bernoulliske Tal

Af Kaj L. Jensen

I det felgende vil jeg, uden Brug af Funktionsteori, give
nogle temmelig korte Beviser for en Del kendte talteoretiske
Seatninger om de Bernowlli'ske Tal og dertil foje et Par nye.

L
Saetter vi,hidet g og » er positive hele Tal,

Seilg—1)=1"42" b 3" h.u..- Flg— 1) (1)
danner disse Potenssummer for en bestemt Vaerdi af » det
kendte allerede af Yacob Bermoulli fundne Polynomium i g:

n
142

B et A LA PRI
Sa(g I)_ﬂ‘i'l 2 fg—-Q;‘-{—l(.‘SJb'q @

a1

hvor By =}, By = 4 etc. er de Bernoulli'ske Tal

Vi vil velge det hele Tal & = 22/, saaledes at samtlige
Koefficienters Navnere gaar op 1 &, og indsatter 2 for »
og N for ¢, hvorved faas
BH S?.I'I{N-— I] r
e P - X
{ [) 2 N + 4, (3)
hvor A er et helt Tal.

Til den videre Undersegelse af hejere Side i (3} vil vi be-
nytte, at

a 3 (mod g7,

hvor g7 er en Primtalpotens, giver

ak ko
P (mod g7}, €]
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hvor # er et helt Tal eventuelt deleligt med p1); dette folger

af
gk

ak B=epy _B*, P fk—1
= m= E g'.(.g—l,]lgsk""
(=

idet samtlige Led i Summen er delelige med pr.
Indeholder NV Primtallet # netop i Potensen g faas af (1)

o8 @ Saa(N—1)__N Siu(p* —1)
3n 1) _ 20| 2° 1 @
T o “{mod p°). (5}

J_t'zﬂ‘_.z § "J;nn‘ {6}

hvor Summen er udstrakt over alle positive hele Tal @« mindre

Satter vi dernast

end og primiske med g7, har man
Szn{Pn_ 1) = .s‘f"] + :f:?l P ‘..1'*‘“_‘9% w=n (7)

1. 2n er ikke delelig med p— 1.
Vi valger en primitiv Rod g for p7 og faar ved (4)

-fE-hJ_.. 1 \n pf=pt=1—1
E;:a([_i_gﬂ L ¥ ket ) =
an (pf—p™=1) g
St 0 med 2
hvoraf ved (7)
S!ntpd_ I) o
e —~ =0 (mod g%). (8}

Y Er a og & rationale, » et helt Tal forstaar vi ved & ~ 4 (mod ») at a — 4
er lig en uforkortelig Brok, hvis Twller er delelig med »; vi kalder
ogsas en saadan Brek delelig med », Endelig betegner vi ved: »a hel
(mod s}¢, at @ er lig en uforkortelig Brok, hvis Nwevner er indbyrdes
primisk med »,

For dette udvidede Kongruensbegreb, der gradvist er blevet indfort,
ser man let at alle fundamentale Setninger fra det almindelige Kongruens-
begreb geelder. En Fremstilling og yderligere Generalisation er giver af
X, Hensel | dennes »Zahlentheories, Berlin 1913,



2. 2n er delelig med p— 1.
Er p & 2 faas som for

7 4 -1
s',’”___g’"""'—"' [

2 2n {g"'—'lj '

(mod p7).

Indsa:tites g = 1 + 2a#p, hvor ¢ er hel (mod p) faas ved
Hjzlp af Binomialformlen :

(2n)

L e i
. m
R P prY pr— ey
+ -_E‘ (2,‘.}#—2((/,}0—-1 iy g . ( g—1 ) (mod 27}
og altsaa
_‘.E_Rfl} P _pr—l .
= - (M4 ) o)

Er p =2 og » > 1 faas paa anafog Maade
s
21

S b I P T 5T
R Lt e s +5? V)=

I r
P {mod 27}

og ved heri at indsaztte §2 =1 4 8n¢

g=ar-=4

\2n} r—3 P2 nr—2
. 2 q—2 q—1 et —1 ’
e P +u=§= gt (g_l J (mod 27),

J.E_!ﬂ} or—2 X

= n (mod 27}, {if)}
der viser, at (g) ogsaa gelder for p == 2; (7) giver derfor, naar
undtages # = 1 for p = 2, i alle Tilfzlde

S Iy - o ga=—]
..”'.'ﬁ_._ _I) ;.—::p.__.;’.;f_._.-. {de _PE] . (I 1)

2n
Af (3), (5) og (8) felger nu den af v. Staudt!) fundne Sat-
ning :

'} De numeris Bernoullianis. Erlangen 1845,
[

I. 28_:: er hel (mod p2), naar 2 er et Primtal for

hvilket p—1 ikke gaar op i 2.

Om N vil vi dernast antage at det er deleligt med samt-
lige Primtal A for hvilke X — 1 gaar op i 2x; dette er en
yderligere Betingelse, som det er nedvendigt at kraeve, skent
det folgende derpaa kuriest nok straks vil vise at den alleredc
i Forvejen maatte vare opfyldt,

Af (3), (5) og (1) vindes da felgende, som det synes,
ukendte Suplement til I,

(— Bt ?

e er hel (mod p), naar p er et
Primtal for hvilket 27 er delelig med g— 1 og n 7>
for p= 2.
Specielt faas af I og II at Tallet
71

(— 1B — %
hvor Summen er udstrakt over den endelige Miengde af I'rimi-
tal A for hvilke 2x er delelig med X — 1, er helt (mod p) for
et vilkaarligt Primtal 2; men dette vil sige at det er et helt
Tal og giver altsaa den velkendte samtidigt af o. Stawdt') og
Th. Clausen?) fundne Smtning:

I (— By = A+ ; + E ' ; v hvor.l, er et helt

Tal og Summen er udstrakt over alle de ulige
Primtal X for hvilke 2u er delelig med A — 11,

Havde vi kun villet bevise denne sidste Sietning ses det
let, at ovenstaaende Udvikling kunde wviere forkortet paa ad-
skillige Punkter,

Ved Hjalp af III kan man ogsaa give | folgende anden
kendte Form:

!} Crelles Journal, Bd 21, p. 372; 1840,
% Astronomische Nachrichten, Bd. 17, col. 351; 1840,

IV. Enhver Faktori 2z som er indbyrdes pri-
nisk med N&vneren i B, gaar op i Talleren.
Idet @ er et positivt helt Tal, vil vi dern®st undersege

Udtrykket
B

- (al — g+l a0
i la)=a"t (a I]M

Er p et Primtal viser Satning I, at ¢, (a) er hel (mod pj,
raar p — 1 ikke gaar op i 2n. Gaar derimod p—1 op i 27
ses, ved 1 (4) at satte ’

2n

a = a’l, ﬁ=lagk=;"—l,

it hvis @ ikke er delelig med p haves

e
2n 2n

{mod p);

Swtning IIl viser dernzst at # hejst indeholdes i forste
Potens i B,'s Neevner, og vi faar saaledes ogsaa i dette Til-
wlde, at ¢, (a) er hel (mod p). Endeligt har man i Tilfelde
if at @ er delelig med p

an+l
-0 (mod p)

woraf som for ses at ¢, (@) er hel (mod p). .
Hermed har vi bevist at ¢, (@) er et helt Tal og kan udtale
elgende Satning:

V. all+l ((Zm——l) ;E

]
n
n

er et helt Tal, naar a er et vil-

caarligt helt Tal,

Erstattes her Potensen a"t! med &' er den tilsvarende
Satning forst fundet af Sy/vester?), senere genfundet af Lipscits®);
it elemeniert Bevis er givet al Frobensus¥). Formindskelsen
f Eksponenten 2z til n 4 1 skyldes Nielsem?), hvis Bevis

1} Philosophical Magazineu, Februar 1861, Ciwat efter Nielrems nedennmvnte

Afhandling p. 82.

%) Crelles Journal, Bd. 96, p. 2; 1884,
* Berliner Sitzungsherichte, 1910, p. Bog, § 8.

Y) D K. 1), Vidensk. Selsk. Skr., 7. Reekke, naturvidensk, og mathem. Afd.
X.3 p. 68, 1913, : ‘
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ligeledes er elementaert. [ Reglen har man bevist I ud fia

denne Satning; vi er her gaaet den modsatte Vej og mener

tillige at dette giver en nok saa god Forstaaelse af Satningen.
Paa samme Maade beviser man let Sztningen:

VI (a’“‘—l}{é’"——[)g; er et helt Tal, naar a og ¢

er indbyrdes primiske hele Tal.

Denne Satning skyldes Lipschitz1); et elementart Bevis er
givet al Nielsen?). Ved den her anvendte Bevismaade folger
endvidere umiddelbart alle de andre kendte Satninger af denne
Art, ligesom man let kan forpge disses Antal; for Eksempel
ses det straks, at
. . By
(a" — B G Ij"“{a:"_l’zu
er et helt Tal, naar de hele Tal a,,a,.----, 4, har sterstc
felles Maal 1.

.

CIL
Betegner ¢ et Primtal og indswettes i,(2) fra forrige Afsnit,
2n for # og pr for g, faas efter en enkel Omskrivning

San(pP— 1) plansle e

7 T n(zn41)  2m

w=i—1 {1
(2n—2s)(2n—25-1) ' "
=
Som tidligere benyttet giver Satning III, at 25, er hel
{mod p}; heraf vindés let, ved i de paaga:ldende Tilflde at
paavise Deleligheden af samtlige Led paa hejre Side, det

sidste undtaget, med p eller 2%+!:
(—0)=18,  Swipgr—1) .
SR - pr (mod p°), (2}

hvor g er et ulige Primtal og p & 1 for p = 3;

Lo
} Ibid.
%) Arkiv f6r matematik, astronomi o, fysik, Bd. 9, Nu, 24, p. 11; 1914,

(1B Sw(2 —1)
” T me2e
hvor p=>1 0og n>1.
Idet 7 er et helt Tal, som ikke er deleligt med det vil-
kaarlige Primtal p, vil vi dernast betragte den indlysende

(mod 20+1), (3)

Ligning
a=pl =1 a—=pP—1 )
(An— 1) Sunlpp — )= > (atpn— > a¥. (4)
] e aum]
Man har her?) i
= 0|4
at=a+ 0[] )

hvor a; vil gennemlobe alle positive Tal < p*, naar a gor
det; endvidere faas ved Binomialformlen .

{a:)"' + Z 2;)"_‘f Zu:lt [a:lfﬂ:ﬂ 3

hvor samtlige Led i Summen, det forste undtaget, er delelige
med p%, hvilket giver

(af)

- pﬂ = 2 (at)in— '[‘;i} (mod 2°). ©)

Af (4) faas derfor under Benyttelsen af (2) og (3) felgende,
som det synes, ukendte Kongruens;
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a=pP—1

(— 1)=1 (A — 1) B, Z R [at] _ -
pE __” TR 2{3:1& 1 }_P U'I:I.Gd po)l {7)
. a=I1
hvor g;:}:l for p=3 0og n1 for p=2z
Specielt giver (7), for p=1, 2z =p—1 og under An-
vendelse af IIT, den af Lerck?) fundne Kongruens

! Ved den firkantedc Parentes betegner vi, som sadvanligt brugt‘ det starste
hele Tal mindre end eller lig med det rationale Tal som den indeslutter.
* Math. Ann, Bd. LX, p. 471; 1905,

_ amp—=1
g{:}_-’f—7—‘; E Z‘:{[;‘l (mod .) (8)

Som en, anden umiddelbar Felge af (7) faas let, ved at
s®tte £ = 2, den for p = 1 velkendte Kongruens:

]JF""’-

E (2g — 1)1 (mod p*),  (g)

hvor p er et ulige Primtal og p 1 for p = 3.
Betegner dernzst p et positivt helt Tal deleligt med (p— 1) p=—!

(_ I)n 1 [2h|

har man

A=r

I
{_ []X-H ( s ) Qin+ip=1 — gin=} [a2pl — IJ’ ; [|0)

=

Summen paa venstre Side bliver derfor delelig med p2—!
eller por eftersom a er delelig eller ikke delelig med p; vi
faar herved af (7), under Betingelserne for denne,

2 {—|)*+*H{:){:="+='#—1]’:9_“’:"::1 o (mod 2. (11)

hvor A er det mindste af Tallene ar og 20— 1,
Vealger vi nu
22 g7 (mod 2,
hvor g er en primitiv Rod (mod g, og antages 2z ikke dele-
lig med p— 1 faas ved Hjzlp af Satning I

Byiw

(o2 — ). ; :‘I:’:‘u (e — 0, + o (mod g4;  (12)

her er (£in— 1) ikke delelig med p og (11) giver derfor den
Kummer'ske Kongruens?!):

gt

)hw” ;_*;"u 0 {riuod Vall (13)

‘) Crc]lts Joumaﬂ Bd. 41, p. 368; 1851,



hvor p - 0 (mod (#— 1)2%"Y), 21 ikke er delelig med p — 1
og samtidigt A =X ar, A= 2n— 1. o
Kummer har dog kun bevist denne Kongruens for a =1
og p=2u -+ 1; den anferte betydeligt almindeligere Form
skyldes, efter forudgaaende Generalisationer i denne Retning
af flere andre, Frobenius?), hvis Bevis tillige er elementaert.
Et andet element®rt Bevis er, for a =1, givetaf Nielsen?);
endelig har jeg, ligeledes for a = 1, givet et fjerde saadant$),

II1.
Som bekendt er det en nodvendig og tilstrakkelig Betin-
gelse for at Primtallet p er regulart, at p ikke gaar op i de
forste Pjs Bernoulli’ske Tals Twllere; da vi ikke her vil

gore Brug af andre kendte Egenskaber ved de regulare Primtal,
bliver dette derfor i det felgende som en Definition for, hvad
vi forstaar ved et regulaert Primtal.

2By — 1 (mod g). (3)

Sattes dernaest i (3) fra forrige Afsnit, n=XK og p=2, faas

Som bekeundt kan man elementmrt bevise at der eksisterer uendelig mange
Primtal af Formen @4 4 1, hvor a er et vilkaarligt helt Tal: se t. Fks
A. 5. Bang i »Tidsskrift for Mathematik+, femte Rokke, Bd. 4, p. 133:
1886,

3 A de et el

t Bavis for, at de Bermowlii'ske Tal er positive
se f. Eks.: den ferst citerede Afhandling af Nielsen; p. g.

(— 1)f=128B - 1 (mod 4),. @

der staar i Modstrid med (3).

At der eksisterer uendelig mange ikke-regulzre Primtal, har
man lenge formodet, men saa vidt jég véd ikke sikret med
noget Bevis; det har som bekendt en vis Betydning ved Vur-
deringen af Kummer's Undersegelser over den sidste Fermat'ske

Seettes nu i (13) fra forrige Afsnit » =1 og a = 1 faas Satning.

= ]}an — [""‘ [}”’Bn'
fmem - 2R - ”r. .

n

(mod 2), (1) —_—

hvor 2n: 24" (mod p— 1) og 2u ikke er delelig med p.

Er p et regulzrt Primtal og velges, i (1), for 24’ den prin-
cipale Rest af 27 ved Division med p — 1, ses ved Hjzlp af
III, at hajre Side skrevet som en uforkortelig Brek, hverken -
indeholder g i Taller eller Navner; det samme er derfor Til-

Arealet av en Trekant udtrykt ved Koefficienterne
i Sidernes Ligninger.
Af Dr, Elling Ilol_sl'}.

Givet 3 rette Linjers Ligninger:
'} Berliner Sitzungsberichte, 1910, p. 8og, § 15, [
% D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr, 7. Reekke, naturvidensk. og mathem. Afd,

XIi. 2, p. 98; 1915,

De to forstnzvnie elementzre Beviser har den samme Overgang fra (11)

til (13); er derfor 2n delelig med p — 1, hvorved Faktoren £n

Ax + By +C=o0
Ax4+ Biy+ Ci=o0
Ax + Byy+ Cy=o.

— 1 Dbliver
delelig med # i mindst lige saa hej Potens som #7! — 1, synes disse Bevis-
maader ikke at kuane udsige noget om venstre Side af (13) i dette Tilleelde,
Denimod har jeg, i en Alhandling som vil fremkomme i D. Kgl. Danske
Vidensk. Selsk. Oversigtes, for « = 1 givet et fierde elementert Bevis

Arealet af den Trekant Linjerne danner er lig nul naar og
kun naar linjerne gaar gjennem samme Punkt, 5:

]

for (13) og et dermed analogt Bevis for et Supplement til (130 i det f 4 8 C |
omtalie Tilfeelde. A B G| =9

- 4, B, G, |

faldet med venstre Side og man faar som en Udvidelse af og uendelig naar og kun naar mindst 2 av Linjerne er paral-

Satning I: lele, 5: naar
VII. Et regul®rtPrimtal, som ikke gaar op i /A5 . | 4 B A4 B
. ; L 4y 2 Dy
Na:vrller, indeholdesiTalleren i netop samme Potens enten | 4, B, | =0, eller 4, B, =0, eller 4B = 0.
som i =,

For et ikke-regulasrt Primtal vil der derimod eksistere mindst Felgelig maa Trekantens areal kunne skrives saaledes:

een Restklasse (mod p — 1) af Vmrdier # for hvilke det gaar
op i en hejere Potens i B,'s Taller end i n.

* Ovenstasende elementeere og smukke Anvendelse af det antalgeometriske
Princip, som den bekendte afdede norske Matematiker Elling Holst serlig
Vi vil slutte denne Fremstilling med ud fra VII at bevise har arbejdet med, er velvillig tilsendt os fra Hr, Aktuar Solberg i Kristiania
Swtningen:
VIII. Der eksisterer uendelig mange ikke-regu-
lazere Primtal af Formen 4&4 3.
Vi antager at der kun eksisterede et endeligt Antal ikke-
regularre Primtal af denne Form: 2, 24, -+, 2q.
1 Folge et specielt Tilfelde af Dirichiet’s velkendte Swet-

ning !) eksisterer der da et Primtal K for hvilket

Koot (mod 12p, (P — 1) pe(pg— 1)+~ (pg—1). (2]

Da K eller B, ikke er deleligt med noget af Primtallene
21y Pgy v+ vy Py viser (1) at By heller ikke kan vre det. End-
videre viser VII at Zg's Taller af regulere Primtal kun even
tuelt kan indeholde K'; Talleren indeholder altsaa kun Primtal
af Formen 44 + 1. Hvad Nazvneren angaar ses det at 2A°
kun har Divisorerne 1,2, K og 2K og her er K+ 1 delelig
med 2 og 2K + 1 med 3; hvoraf ved III faas at By's Neevner
er lig med 6. Idet vi nu udtrykkeligt benytter at Zg er
positivt?) faas saaledes
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Kender du dine
matematikere?

o.
Hermann G. Grassmann (1809-1877)

' 10.
5.
André Weil (1906-1998) Lazarus Fuchs (1833-1902)
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11.
Georg Cantor (1845-1918)

12.

Niels Hendrik Abe (1802-1829)

14, T Y
Pierre-S. Laplace (1749-1827)

16. AR
Guillaume de I'Hopital (1661-1704)

17.
René Descartes 1 596-1650)

18. .
Harald Bohr (1887-1951)

Hugo Steinhaus (1887-1972)

Fa

21. A‘-A

Felix Hausdorff (1868-1942)

22. » g



26.
August

27.
Karl Weierstrass (1815-1897)

28.
Bernhard Riemann (1826-1866)
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Euklid (325-265 fvt)

20, o el
Isaac Newton (1643-1727)

30.
Vito Volterra (1860-1940)

31.
William R. Hamilton (1805-1865)

32.
Pierre de Fermat (1601-1665)

33. g wy
Ulisse Dini (1845-1918)



40.
Kurt Gédel (1906-1978)

34,
Jakob Bernoulli (1654-1705)
(elle andre fra familien)

41. i -
Alan Turing (1912-1954)

o WA

Alonzo Churc((1 903-1995)

-

36. y {

Guido Fubini (1879-1943)

37. . ¢
Ernst Lindelof (1870-1946)

44,

38. Leopold Kronecker (1823-1891)

Ivar Fredholm (1866-1927)

A % # j‘.-'.

45. N\ B AN
Siméon Poisson (1781-1840)

T
39. gy ;
John Littlewood (1885-1977)
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46.
Ernst Eduard Kummer (1810-1893)

47. =
Giovanni Ricci (1904-1973)

48. . £
Jean Dieudonn_é (1906-1992)

49.

Sonja Kovalevsky (1850-1891)

50.
Charles de la Vallée Poussin (1866-1962)
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Loesninger

Opgaverne var hentet fra Charles W. Trigg, Mathematical Quickies, McGraw—Hill 1967 og
Raymond M. Smullyan, Logical Labyrinths, A. K. Peters Ltd. 2009.

Opgaverne er lgst af problemgruppen “Con Amore,” der ogsa havde lgst opgaverne i nr. 40,
men fik dem afleveret for sent til at blive nsevnt, og af Ebbe Thue Poulsen, hvis lgsninger gengives
i det folgende. Dog forst hans kommentar til opgave 1 i nr. 40.

Seet

P(z,y) = 2% — 27y + 2% — 259> + 2ty — 239 + 2%9° — 2" + o5,

Sa er
(z+y)P(z,y) =2 +y” =2 — (-1)y°.

Lad &, = e@FtDm/9 L =0,1,...,8 veere de 9 niende-rgdder af —1. S& er

8 8

3
(@+y) Py =[@—&v) = @+y) [[=-&y) [[(= - &),
k=0 k

k=0 =5
og altsa har vi den komplekse faktorisering

3 8

P(z,y) = [ - &) [[ (= - &w).

Samler vi komplekst konjugerede faktorer parvis, far vi den reelle faktorisering

3
P(z,y) = 1_[(332 — 2 cos (Qk +1
k=0

7r om T
= (2% — zy +y*)(2® — 2cos gy + %) (2* — 2cos 5 Y +y*)(z* — 2 cos oY + %)

7r> zy +y°)

Opgave 1.

Vis, at for alle positive tal, p, q,r, s vil

(p2—|—p—|—1) (q2—|—q—|—1) (7“2+7“+1) (82+S+1)
pqrs

> 81

?+r+1  (z—-1)?
T o

+3>3

for alle z > 0, er
(P’ +p+ D@ +g+ D +r+1)(s°+s+1)

pgrs

> 3*

for p,q,r,s > 0.

han




Opgave 2.

En bestyrelse har 15 medlemmer, som tillige sidder tilsammen i 20 udvalg. Hvert bestyrel-
sesmedlem sidder i 4 udvalg. Hvert udvalg har 3 medlemmer. To udvalg har hgjst et medlem
feelles.

Er dette muligt?

Ja: De 15 medlemmer betegnes x1,... ,25,y1,...,Ys, 21, - .. , 25, 0g de 20 udvalg betegnes U,, ,,,
m=1,...,5,n=1,... 4.
Til udvalget U,, , udpeges medlemmerne x;, y;, og 2 bestemt ved i = m, j = m+n (mod 5), k =
m+ 2n (mod 5).
Opgave 3.

Lad
flxy=a*+2> + 22+ +1

Hvilken rest fas ved division af f (:1:5) med f(z)?

Da
er

og folgelig

Selv om Paulus haevder, at alle kretensere er lpgnere (brev til Titus), sa er denne tilstand sendret
i artusindernes lgb. Nu er det kun en del af befolkningen, der lyver bestandig. Lad os kalde disse
forvorpne for knaegte, og den sanddru del af befolkningen for bgnder. En knaegt lyver altid og en
bonde taler altid sandt!

Opgave 4.
En dansk turist, maske J. L. Heiberg?, mgdte to indfgdte, lad os kalde dem A og B. A sagde
nu: “Vi er begge knaegte!”
Hvad ved Heiberg nu?
A er knaegt, B er bonde.
Opgave 5.

Hvad om A havde sagt: “Mindst en af os er en knaegt!”

A er bonde, B er knaegt.
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Opgave 6.
Og hvad om A havde sagt: “Vi er begge af samme slags!”
B er bonde.

Opgave 7.

Vi ved ogsa, at knaegtene bor i Knossos, mens bgnderne dyrker deres sukkerrgr i Candia. I en
vejgaffel mgder Heiberg en indfgdt, og vil gerne finde vejen til Candia. Hvad kan Heiberg spgrge
om, som kan besvares med “ja” eller “nej” og give den relevante oplysning?

Heiberg peger pa en af vejene og spgrger: 'Fgrer denne vej til din hjemby”?

NYE OPGAVER
Opgave 1.

Nu er der tre trillinger, det ikke er til at se forskel pa. De to af dem, Hans og Tgger er knaegte,
mens den tredje, Bgrge, er bonde. Nu mgder Heiberg en af dem, og vil vide om det er Hans. Han
kan stille ham et spgrgsmal pa tre ord, som Hans vil svare “ja” til, mens begge de andre vil svare

Opgave 2.

To tvillinger, Erik og Einar, er identiske bortset fra, at den ene er knaegt og den anden bonde.
Heiberg mgder den ene og vil vide, hvem det er. Han kan stille ham et spgrgsmal pa tre ord, hvis
svar vil afklare sagen.

Opgave 3.

Heiberg mgder den ene og vil vide hvem, der er knaegt, og hvem, der er bonde. Han kan stille
ham et spgrgsmal pa tre ord, hvis svar vil afklare sagen.

Opgave 4.

Hvis Heiberg vil vide alt, bade hvem, der er hvad, og hvem, han star overfor, kan han sa ogsa
klare det?

Opgave 5.
Heiberg mgder en kretenser, der kommer med et udsagn. Heiberg bemaerker til ham, at fgr

udsagnet blev udtalt, ville han ikke kunne vide, om det var sandt eller falskt. Men nu ved han
bade, at det er falskt og derfor, at kretenseren er er en knaegt!
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