TEMA:
Biologi og matematik




Temaet i dette nummer af Matilde er biologi, eller ret-
tere sagt nogle eksempler pa biologisk indsigt, som er
opnaet gennem anvendelse af matematisk argumentation
og matematiske resultater. Matematikere er gennem tiden
blevet inspireret af biologiske problemstillinger og har
derved produceret matematiske objekter, som er blevet
centrale dele af fagets kultur. Det bedste eksempel er
nok Fibonaccis overvejelser over kaninavl. Resultatet
var Fibonaccitalfelgen - det forste eksempel pa en po-
pulationsmodel der resulterer i eksponentiel veekst, oven
i kobet med en gylden veekstrate. Ud over at bidrage til
matematikstuderendes imponerende resultater ved ses-
sionens intelligensprever, sa vedbliver Fibonaccitalfelgen
at gleede og begejstre matematikere. Den umiddelbare
effekt af Fibonaccis arbejde fandtes dog ikke inden for stu-
diet af levende organismer. Hans ovrige arbejde havde en
mere blivende og generel effekt pa Europas hverdag.

Matematikeres overvejelser inden for biologi har ogsa
rystet verden. Mest kendt er vel Thomas Robert Mal-
thus’ indflydelse pa Darwins formulering af princippet
om naturlig selektion i evolutionsleeren. Mindre kendt er
det vel, at Malthus med sit essay om ubegraenset vaekst
rystede sin samtid, idet han konkluderede:

The power of population is so superior to the power of
the earth to produce subsistence for man, that prema-
ture death must in some shape or other visit the human
race. The vices of mankind are active and able ministers
of depopulation. They are the precursors in the great
army of destruction, and often finish the dreadful work
themselves.

But should they fail in this war of extermination, sickly
seasons, epidemics, pestilence, and plague advance in
terrific array, and sweep off their thousands and tens of
thousands. Should success be still incomplete, gigantic
inevitable famine stalks in the rear, and with one mighty
blow levels the population with the food of the world.

Thomas Robert Malthus 1798

Ikke underligt at han udgav sit essay anonymt. Mere
underligt er det, at hver generation synes overrasket
over hvad eksponentiel veekst indebeerer for menneske-
populationer.

Af: Freddy Bugge Christiansen

Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) er den neeste store
matematiker indenfor evolutionsleeren. Han kastede sig
over studiet af mendelgenetik og udviklede i 1918 det
moderne grundlag for den biometrisk arv - en da klas-
sisk disciplin baseret pd statistisk beskrivelse af lighed
mellem besleegtede. Studiet af genetik kreevede statistik,
som Fisher sa udviklede, og Anders Hald beskrev ham i
1998 som “a genius who almost single-handedly created
the foundations for modern statistical science.” Selvom
matematikere ikke samstemmende inkluderer statistik i
deres fag, sa findes der dog et forhold, som kan naevnes
selv ved bedre middage.

Enisraelsk kollega sagde engang: “I began my studies
in economics, but to distance myself from him, I switched
to population genetics just to find that here he is also a
great man.” Han henviste til sin vejleder Samuel Karlin
(1924-2007), ved en konference arrangeret af Karlin.
Blandt matematikere er han kendt for sine bidrag til to-
tal positivitet, og selvom han har haft stor indflydelse pa
populationsgenetikken, er hans sterste bidrag til biologi
sikkert det sandsynlighedsteoretiske grundlag for BLAST
(Basic Local Alignment Search Tool) - en algoritme, som
er central ved sammenligninger af DNA-sekvenser og
dermed inden for genetik, molekyleer biologi og bioin-
formatik.

Biologi har bidraget til matematik, men hvor dybt og
betydningsfuldt dette bidrag har veeret, skal en biolog nok
vare sig for at kommentere pd. Men at matematikere og
matematik bidrager og har bidraget til biologi, er haevet
over enhver tvivl. Vil man indskrives pé et biologistudium
i Danmark, kreever det gymnasiematematik pa hejt ni-
veau, fordi matematisk formulerede biologiske modeller
er centrale i mange biologiske fags teoretiske grundlag.
Evolutionsleeren vejer tungt, navnlig pa grund af populati-
onsgenetikken. En anden linie tilbage til Malthus er popu-
lationsekologien og epidemiologien, hvis fagomrader han
diskuterer i citatet - faktisk var forstdelsen af pestepide-
miernes regelmeessige tilbagekomst en motivation i hans
arbejde. Et andet omrdde med matematisk—fysiske mo-
deller er fysiologien. De naevnte fagomréader er deekket af
indleeg i dette nummer af Matilde, og leeg specielt meerke
til, at et af indleeggene behandler matematisk—teoretiske
band mellem evolutionsleeren og fysiologien. Biologer kan
altsd ogsd veere med i matematiske kerneaktiviteter - men
inden for biologi selvfelgelig.
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Matematisk modellering og
kardiovaskulaer fysiologi

I denne artikel vil jeg illustrere, hvordan matematisk mo-
dellering pa forskellig vis kan bidrage inden for biologi og
specielt inden for kardiovaskuleer fysiologi dels ved hjeelp
af simple historiske eksempler og dels ved hjeelp af mere
komplekse eksempler hentet fra egen forskning. Listen
af eksempler og tilherende pointer er pd ingen méde ud-
temmende og pointerne er elementeaere, dog uden at veere
trivielle. At pointerne ikke er trivielle illustreres af den
noget naive og noget ureflekterede simuleringsmani, der
ellers til tider preeger matematisk modellering foretaget
af personer uden matematisk kunnen.

Eksempel 1 - Opdagelse af blodkredslgbet - det
matematiske mikroskop.

11615 skrev den engelske leege William Harvey en revolu-
tionerende seetning i sin dagbog: “Jeg betvivler den opfattelse
af blodbanernes anatomi som har hersket i mere end 2000 dr.
For mig at se, er eneste rimelige mulighed at blodet recirkulerer
i et lukket kredslob med hjertet som pumpe.” For 1628 var
det dogmatiske paradigme i grove treek at blodet blev
produceret i leveren og transporteret i venerne til hjertet,
hvor der skete en opblanding med ilt (fra lungerne). Det
resulterende ”vitale blod” blev derefter transporteret i
arterierne til de forskellige organer, hvor det blev kon-
sumeret. Dvs. man troede at alt blod blev produceret,
transporteret, modificeret og forbrugt i et ikke cirkuleeret
system (grafteoretisk i et 8bent tree). Grunde til at dette
synspunkt herskede, var blandt andet at det i en vis ud-
streekning var understottet af umiddelbare observationer
pa dissekerede lig fra slagmarker, hvor kapilleererne som i
dag vides at forbinde de mindste arterier med de mindste
vener ikke kunne ses med det blotte gje. Dette blev forst
muligt med opfindelsen af lysmikroskopet 59 &r efter at
Harvey skrev sin revolutionerende seetning. Han turde
imidlertid ikke offentliggere sin kontroversielle konklu-
sion straks. Fersti 1628 turde fremfore sin banebrydende
pastand, hvilke blev gjort ved en foreleesning og med en
matematisk model - en konsekvensberegning vil nogle
sige - som det primeere argument: Hjertet pumper ca. 70
milliliter blod ud per slag og det slar i gennemsnit 72
gange per minut under normale omstendigheder, altsd
skulle mere end 7000 liter blod lebe gennem hjertet hver
dag! Det er en grotesk meengde, ingen kunne forestille
sig en mekanisme, der var i stand til at producere eller

af Johnny T. Ottesen
RUC, johnny@ruc.dk

forbruge sa store maengder blod dagligt. I sammendig-
ning er vores daglige veeskeindtag under 5 liter og vores
boldvolumen 5-6 liter, sd der var ingen tvivl om at dette
ikke var teenkeligt. Eneste losning pa problemet var, hvis
blodet blev recirkuleret. Selv om Harveys argument var
sldende, var der en del, der forsegte at bandlyse ham for
hans pastand. Der gik 10-20 ar for hans koncept med blod-
kredslobet blev alment accepteret og de sidste kritikere
blev forst tavse med lysmikroskopet opfindelse, hvorved
de usynlige kapilleerer blev synlige for det menneskelige
oje. Harvey havde gjort det usynlige synligt og det utilgaen-
gelige tilgaengeligt.




Matematiske modeller kan bruges til at falsificere
koncepter og hypoteser og dermed give afseet for
nybrud og indsigt. Det skal i parentes bemeerkes
at Harvey ogsd benyttede modellen til at udvikle
og strukturere sin videnskabelige tankegang. Ud
over brugen af matematiske modeller til at tolke
enhver maling er falsificering nok den mest veerdi-
fulde brug af modeller inden for videnskaben.

Eksempel 2 - Maling af blodtryk.

Efter Harveys opdagelse, at blodet cirkulerer i et lukket
kredsleb med hjertepumpen som drivkraft, begyndte man
for alvor at spekulere over blodkredslebets funktion og
virkemade. I 1733 malte Stephen Hales blodtrykket i en
hest ved at fiksere en liggende hest pa jorden og derefter
bore et abent glasrer ind i hestens halsarterie. Blodet
dannede herefter en sgjle i glasroret og sejlens hejde var
sdledes et udtryk for blodtrykket. Denne makaber male-
metode blev aldrig standard og i dag males blodtrykket
hyppigst ved hjeelp af en armmanchet hos egen laege.
Armmanchetten er et fleksibelt ‘armband’ med et luft-
teet kammer, en hérd yderside og en bled side ind mod
armen. Denne manchet spaendes stramt om overarmen og
der pumpes derefter luft ind i manchetten. Da ydersiden
er hard sker udvidelsen mod armen. Antages armen pa
neer vener og arterier at veere usammentrykkelig, resul-
terer dette i en sammenpresning af arerne i armen nar
manchetten fyldes, sd det samlede volumen i arterier og
manchet er konstant. Antages luftkammeret at eendre sig
adiabatisk, kendes tryk- volumenrelationen saledes. Hvis
man samtidig benytter det parsimoniske princip

(ogsa kaldet Occam'’s razor; keep the model as simple as pos-
sible), vil en fornuftig antagelse om relationen mellem tryk
P og volumen V for blodarerne veere at trykeendring og
volumeneendring er proportionale. Dette leder da til at
trykeendringerne i manchet og blodarer er proportionale.
Proportionalitetsfaktoren athaenger af de respektive bled-
heder. Veelges manchetten til at veere meget stivere end
drerne, er de to trykeendringer approksimativt
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lig hinanden. Trykket malti manchetten giver derfor blod-
trykket. Metoden baseres pa at leegen pumper manchet-
ten op, sa drerne er helt sammenklemte. Derefter lukkes
luft ud indtil trykket kommer under det systoliske tryk
(maksimum tryk i arterien). Dette bemeerker leegen ved at
vedkommende i sit stetoskop kan here ‘klumper” af blod
suse igennem dren, nemlig de "klumper” hvor blodtrykket
er over manchettrykket (i de tidsintervaller hvor trykket
er under hores der ingen suselyd i stetoskopet). Nu lukkes
yderligere luft ud indtil trykket passerer det diastoliske
tryk (minimumstrykket i arterien). Da vil blodet stromme
kontinuert og give anledning til konstant susen i steto-
skopet). Metoden bygger pa de to antagelser, at trykket i
venerne er meget mindre end det diastoliske tryk, saledes
at disse er sammentrykket hele tiden samtidig med, at
malingen foregar over et sa kort tidsrum, at anden vaeske
i armen ikke siver veek medens malingen varer. Er alt vel,
har patienten et blodtryk, der typisk er omkring de 120
over 80 mmHg, hvilket blot er det systoliske blodtryk over
det diastoliske blodtryk. Er blodtrykkene meget hgjere
er det tegn pa at patienten har problemer med helbredet.
Den omvendte konklusion at hvis trykket er normal, sa
er alt vel, er desveerre ikke geeldende.

Modellering er superb for design og udvikling af
malemetoder og systemer, hvilket er af stor betyd-
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ning for industri og samfund. Det skal bemaerkes
at modellering er en kreativ proces, hvor entydig-
hed ikke altid er til stede, modelloren skal treeffe
valg. Formélet med modelleringen er styrende og
kriterier for succes kommer ikke fra det internt
faglige matematiske univers, men fra det omrade
der modelleres.

Eksempel 3 - Hvad bestemmer pulsprofilen i
aorta?

Lad os begreense os til spergsmalet om hvilke faktorer der
bestemmer den aftagende del af pulsprofilen i aorta, da
dette kan besvares analytisk. Betragt aorta og hoveddelen
af arterierne som en kaempestor dre, et kompartment, hvor
tryk- og volumenendringer er proportionale, hvor der
er en modstand mod udstremning og hvor udstremning
(F,,) sker til et lavtryksomrade (venerne), med et tryk vi
seetter til nul. Da vi kun betragter en tidsperiode uden
indstremning fra hjertet (F, =0), vil massebevarelse give
en relation for den tidsafledte af volumenandringen.

Find ‘ ng

Samles disse informationer fas en velkendt differential-
ligning med eksponentialfunk-tionen som lgsning. Sam-
menlignes modelresultat og data ses disse at stemme
veeldig godt overens pa neer i et mindre omréade, hvor
den sakaldte dikrote heevning forekommer. Arsagen til
denne afvigelse er at modellen ikke inkluderer refleksion
af trykbelgen forarsaget af forgreninger og den koniske
indsneevring af aorta.
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Matematisk modellering er et eminent redskab til
at erhverve indsigt og forstaelse i videnskabelige
sdvel som i samfundsmaeessige problemstillinger.
I bedste Sherlock Holmes stil guides forskeren til
stringente deduktive konklusioner.

Eksempel 4 — Estimering af parametreveerdier.

Som en eksperimentalfysiker engang sagde, ”alle tror pa
eksperimenterne undtagen eksperimentalfysikeren selv.”
Dette er nok at seette sagen lidt pa spidsen og det kunne
ipvrigt nok ogsa siges om modelloren. Mere interessant er
det at fremhaeve det faktum, at ingen miling kan foretages
uden brug af matematiske modeller. Det er ikke altid lige
gennemsigtigt hvor og hvordan modellerne kommer ind,
men helt sikkert er det, at de er der.

In vitro kan bledheden af en are méles ved at tage et
stykke ud og blokere enderne. Derefter fyldes stepvist
vaeske ind i drestykket. Mdles sammenhorende vaerdier
af tryk og volumen kan disse afbildes i et tryk-volumen
koordinatsystem. Hvis hypotesen om lineaer sammen-
haeng er holdbar, skal punkterne ligge med tilstreekkelig
tilneermelse pd en ret linie, hvis heeldning da er et ud-
tryk for bledheden. En anden metode ville veere at male
bledheden in vivo f.eks. for aorta. En god tilneermelse fas
ved at tage hjertets slagvolumen og dividere med diffe-
rensen mellem systolisk og diastolisk tryk. Modstanden
mod udstremning kunne ligeledes estimeres ved brug af
definitionen tryk per stremning. Et estimat for aorta vil da
fas ved at benytte middelveerdier: Modstanden er approk-
simativt givet ved gennemsnittet af systolisk og diastolisk
tryk divideret med gennemsnitsstremningen, som er lig
med gennemsnitsstremmen ud ad hjertet. Sidstneevnte er
hjertets slagfrekvens ganget med slagvolumen. Bemeerk at
produktet af modstand og bledhed giver halveringstiden
for den tilneermelsesvist eksponentielt aftagende del af

pulsprofilen
. Elasticitet som vist i ek-
Vi=0025'P 48,09 | Poo sempel 3.

Volumen V




Herved fés en uafhengig
kontrol af de estimerede stor-
relser. Metoderne bruges i dag
klinisk, men enhver matema-
tikfagkyndig ville formentlig
benytte bedre metoder hvis
nojagtigheden har betyd-
ning. Dette kunne veere klas-
siske optimeringsalgoritmer,
Kalman filtreringsmetoder
kendt fra ingenierverdenen,
eller andre statistiske meto-
der. Som en matematisk kuriositet kan det naevnes, at
i forbindelse med parameterestimering er der tale om
inverse problemstillinger hvor eksistens og entydighed
ofte er ikke trivielle spergsmal (bl.a. ill-poseness- og re-
gularization spergsmal adresseres her) ligesom sporgsmél
om stabilitet og robusthed er ikke trivielle. Disse og andre
sporgsmadl er for tiden hejaktuelle, da malinger p& men-
nesker er underlagt steerke restriktioner, hvorfor der er
begreenset adgang til data og dette samtidig med at der
er stor personspecifik variation over tid.

Matematisk modellering er eneste made at de-
finere begreber pa saledes at disse er entydigt
defineret. Det er en selvsteendig pointe, at eneste
mdde hvorpa parametre kan estimeres er ved
hjelp af matematiske modeller (i tilknytning til
eksperimenter eller observationer).

Eksempel 5. Modellering af hele det kropslige
kredslab.

Blodkredslebet er alt for komplekst til at kunne modelleres
i stor detalje pa alle skalaer. Benyttes kompartmentmodel-
lering i stil med ovenstdende, kan et brugbart kompromis
dog ofte opnés. Antallet af kompartments athaenger natur-
ligvis af, hvad formalet er ligesom beskrivelse af delsyste-
merne afheenger af dette. Man kan oven i dette tilfoje de
kontrolmekanismer der regulerer blodkredslobet osv. Alle
delmodellerne kan da (i princippet) studeres og valideres
enkeltvis inden de sammenseettes til en mere omfattende
og kompleks model. Det skal bemeerkes, at dette i mange
tilfeelde udger ‘state of the art’ pa omradet, f.eks. nar det
handler om at studere fornaevnte kontrolmekanismer og
deres interaktion.

Medens moderne naturvidenskab - og ikke mindst
moderne biologi - er god til at separere systemer i
komponenter, der er simple nok til, at deres struktur
og funktion habefuldt kan studeres isoleret, sd er
matematisk modellering eneste bud pa hvordan
disse dele pa kontrolleret vis kan saettes sammen
igen. Pd denne vis tilbyder matematisk modelle-
ring en enestdende mulighed for at forsta kom-
plekse systemer.

Eksempel 6 — Modellering gor det utilgaengelige
tilgaengeligt.

De folgende eksempler er hentet fra min egen forskning. I
eksperimenter kan man umiddelbart skelne oscillationer i
blodtrykket hidrerende fra hjerteslagene fra de der skyl-
des respiration, men effekter af de forskellige mekanismer
kan ikke studeres separat, de er sd at sige ikke tilgeengelige
separat. Det er sddan, at man treekker vejret ved at seenke
(indédnding) henholdsvis lofte (uddnding) mellemgulvet
(diafragma). Herved eendres pa de ydre tryk i forhold til
blodarerne, hvorved der trykkes (pumpes) pd disse &rer.
I ovre torso stiger trykket, nar det falder i nedre torso og
omvendt.

I en model af
blodkredslebet er det
relativt nemt at tilfgje
denne respiratoriske
effekt. Og resultatet
er overraskende.
Det er maske ikke
sa overraskende at
dybe vejrtreekninger
understotter hjertet
som en ekstra (lille) pumpemekanisme og maske heller
ikke, at denne pumpemekanisme favoriserer visse dele
af kroppen med op til 100%. Men det er yderst overra-
skende, at selv ndr middeltrykket holdes konstant mens
respirationsdybde og base-level-vaerdi eendres, sa kan
der forekomme op til en fordobling af blodstremningen
gennem nedre torso uden at de ovrige perifere regioner
endrer blodstremning veaesentligt. Altsa forekommer
der en relativ redistribution af stremning som en direkte
konsekvens af respirationens mekaniske kobling til
blodkredslebet helt uden inddragelse af det autonome
kontrolsystem. Uden sidstnaevnte vil man fejlagtigt til-
leegge de respiratoriske autonome kontrolmekanismer en
for stor veegt i forbindelse med en evt. parameterestime-
ring. Deter i ovrigt vigtigt pa dette sted at understrege det
elementaere faktum at andres en model, si vil de tilhorende
parametervaerdier (normalt) ogsd eendres. En erkendelse der
kun sjeeldent reekker udover matematikfagkyndiges cirk-
ler! Det er endvidere interessant, at dbnes og analyseres
den neevnte model, fas Starling’s hjertelov fra 1914 som
konsekvens (nemlig at hjertes slagvolumen som funktion
af fyldningstryk giver en karakteristisk familie af kurver
parametriseret ved respirationstrykket.)

Dele der ikke kan isoleres og studeres enkeltvist i
naturen, kan ved hjelp af matematiske modeller
studeres enkeltvist og adgang til sddanne systemers
parameterveerdier kan dermed erhverves. Det ma-
tematiske mikroskop kommer igen pa banen denne
gang ved at gore det utilgengelige tilgengeligt
og klargere sammenhaengskomponenter, som el-
lers var skjulte.
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Eksempel 7 — Modeller foreslar bio-markarer til
diagnosticering.

Opstilles en kompartmentmodel af hele det kardiova-
skuleere- og respiratoriske system med diverse kontrol-
mekanismer, kan man f.eks. studere, hvad der sker med
blodtryk og blodstremning nar en person aktivt eendrer
stilling fra siddende til stdende eller fra passivt liggende
pé et bord, der kan vippes, til delvist oprejst stilling. Her
kan man male blodstryk og blodstremning nogle fa ud-
valgte steder. Har man tiltro til modellen fas en indsigt i
de autonome kontrolmekanismer (samt andre lokale kon-
trolmekanismer, som autoregulering og myogen kontrol
etc.) En model af baroreceptorkontrol mekanismen, der
bl.a. virker styrende for hjertets slagfrekvens pa kort tids-
skala, er skitseret nedenfor.
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Nedenfor ses resultatet af tre typiske objekter, en ung
rask person, en aeldre rask person og en eeldre person med
forhgjet blodtryk for det scenarie, hvor objekterne aktivt
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skifter position fra siddende til stdende. Venstre sgjle er
blodtrykket versus tid og hajre sgjle er hjertets slagfre-
kvens versus tid. Overensstemmelse mellem kurverne er
sldende, hvilket er bemaerkelsesveerdigt, da der kun er
brugt to frihedsgrader mere end et maksimum likelihood
estimat kreever (dvs. 16 parametre i forhold til 14.) Tiltroen
til en s4 flot overensstemmelse er stor, hvorfor man fristes
til at have tiltro til modellens mellemliggende lag. Der til-
bydes séledes en indsigt i det sympatiske og det parasym-
patiske kontrolsystem, som udviser store forskelle i de tre
neaevnte tilfeelde og dermed foresldr bio-markerer, dvs. let
tilgeengelige mal for systemets/ patientens (patologiske)
tilstand. Disse er efterfolende blevet undersegt mellem
forskellige patientgrupper med positivt udfald.




Cirka 6% af alle hospitalsindleeggelser skyldes brud
eller hjernerystelse som folge af svimmelhed eller besvi-
melse (synkope) og 40% af alle danskere oplever synkope
mindst en gang i livet. Feenomenet skyldes, at der ikke
kommer ilt nok til hjernen og at der ikke transporteres
karbondioxid nok veek fra hjernen, fordi blodtilferelsen
falder. Dette fremprovokeres ofte nar der skiftes fra lig-
gende til stdende stilling og kan derfor undersoges ved
tilt-eksperimenter som neevnt i forrige eksempel. En
distribueret model (hvor Navier-Stokes ligninger, visko-
elasticitet og kontinuitetsligningen er nogle af grunde-
lementerne) giver et analytisk udtryk for trykbelgers
udbredelseshastighed. Nér en person rejser sig op eller
vippes op pa et tiltbord, sa treekker gravitationen blod ned
ibenene, hvorfor forsyningen til hjernen daler. Systemets
kontrolmekanismer skal da helst hurtigt rette op pé dette
"forsyningssvigt'.

synkape”

En af de kontrolmekanismer, der virker pa en mel-
lemlang tidsskala (af sterrelsesorden minutter), er re-
guleringen af drernes blodhed og deres modstand mod
gennemstremning via regulering af drernes radius. En
endring af disse ‘parametre’ ses i @endringen af trykbel-
geudbredelseshastigheden, der netop afheenger af disse.
Herved fés direkte indsigt i disse kontrolmekanismer.
Ved tilt-eksperimenter kan personers kontrolsystem
altsd undersoges og i modellen kan man se, under hvilke
omsteendigheder synkope vil opstd. Dette kan i et frem-
tidigt perspektiv veere ret afgerende for dialysepatienter,
der ofte ma stoppe behandlinger i utide formentlig pga.
samme mekanismes "kollaps’.

Matematisk modellering tilbyder bio-markerer,
som kan anvendes ved diagnosticering og behand-
ling pé savel individ- som populationsniveau.

Det er selvfolgelig fristende at sammenligne sit-to-stand
modellen og head-up-tilt modellen. Det viser sig at begge
dataseet kan fittes veeldig fint ved i samme model kun at

variere signifikant pa to parameter. De to figurer til venstre
er trykkene, som er input til modellen, og de to figurer til
hojre viser sammenligninger mellem de respektive model-
hjerteslagfrekvenser og de tilsvarende dataseet.
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Eksempel 8 — universalitet kan undersgges ved
modellering.

En matematisk model af gummislanger og veeske kan
give vigtig viden om biomedicin-ske systemer og vise at
matematik er livsvigtig.

Tag to gennemsigtige gummislanger af forskellig ela-
sticitet og seet dem sammen s& der dannes en ring. For
ringen lukkes, fyldes der vand i slangerne (tilseet evt. et
par dréber farvet olie, s§ man kan se stremningen). Klem
nu rytmisk pa det blede ror og se, hvad der sker.

the pump

soft tube

stiff tube

outer pressure

——
X compression

I



Vesken skvulper ikke bare lidt frem og tilbage, som
de fleste ville tro. Den begynder at cirkulere i ringen.
Feenomenet har veeret kendt i &rhundreder, men ingen
kunne forklare, hvordan veesken kan streomme rundti et
kredsleb, nér der ikke er en ventil, som forhin-drer deti at
lobe tilbage igen i pauserne mellem kompressionerne.

Man ser et lignende feenomen, hvis man tager en gum-
mislange som forbinder to vandkar. Néar man klemmer
gummislangen rytmisk sammen, vil vandet netto begynde
at stremme den ene vej indtil gravitationen afbalancerer
den kraft pumpemekanismen skaber. Resultatet er, at
vandstanden i det ene kar stdr hejere end i det andet.
Andres pumpefrekvensen sd varierer hejdeforskellen
tilsvarende og ved visse frekvenser skifter den eleverede
vandhejde fra det ene kar til det andet. Der sker lignende
skift hvis pumpestedet flyttes langs slangen eller sam-
mentrykningen af slangen sker mere voldsomt. Dette
slangesystem udviser en vaesentlig forskel i forhold til
det ringformede slangesystem omtalt ovenfor. Skiftet i
eleveret vandhgjde fra det ene kar til det andet kan ske pé
to fundamentalt forskellige mader: Via et resonanspunkt
eller via en glat overgang kaldet et kontinuitetspunkt.

Nar man giver en person hjertemassage ved at presse
brystkassen hardt sammen i rytmiske tryk, udferer man
principielt det samme “eksperiment” dog indeholder
dette system klapper. Her er virkningen livsvigtig. Derfor
er det vigtigt at vide, hvad der sker. Forseg udfert af ba-
sis- og matematikstuderende pd RUC har vist, at veesken
faktisk kan bringes til bade at stoppe og skifte retning i
gummislangesystemet.

Over de sidste 10 ar har jeg udviklet matematisk
modeller, som simulerer og delvist forklarer klappelose
pumpemekanismer. Nar pumpefrekvensen eges i det
ringformede system eendres stremningshastigheden, og
ved bestemte frekvenser (f.eks. tre pumpetryk pr. sekund)
standser stremningen og hvis frekvensen yderligere oges,
vendes stremretningen og vaesken strommer derefter den
anden vej rundt. Dette feenomen gentager sig ved yderli-
gere voksende frekvenser. Feenomenet er overraskende,
for det kan ikke forstds som et lineeert respons eller ud
fra en simpel ikke-linezer teori. Klappeles stremning er en
universal skalainvariant effekt der skyldes at modstand
mod vaeskestromning i elastiske slangesystemer (samt at
eftergivelighed af slangen og traeghed mod acceleration
af vaesken) er ikke-lineeer og radiusafheengig samt at
radius afheenger af trykket, der jo varierer i tid og rum.
Kompleksitetsrigdommen i feenomenet overrasker selv
for garvede hydrodynamikere og feenomenet byder stadig
pa uleste problemer.
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Feenomenet klappelos stromning er vigtig i mange
forsknings- og anvendelsesmaeessige sammenhaenge: 1 3.-
4. uge af fostertilveerelsen pumper hjertet blod, men det
har endnu ikke udviklet hjerteklapper. Mere dramatisk
er den type “klappelos pumpning”, som finder sted nar
man giver hjertemassage. Her er opdagelsen i bogstavelig
forstand livsvigtig for den viser, at effekten/resultatet af
den potentielle pumpning af blodet kan afhaenge af fre-
kvensen, der masseres med. Gores det forkert, vil blodet
standse helt op - eller forsege at lobe den forkerte vej i
arerne. Ved hjeelp af modeller kan man studere optimering
af hjertemassage, hvilket selvsagt ikke kan lade sig gore
eksperimentelt uden etiske problemer.

Klappelos stromning har ogsé betydning for de sma
blodkar i gjet. Fourierspektret fra direkte observationer af
kapilleerradius i gjet indeholder mange frekvenser, hvoraf
visse frekvenser statistisk set er signifikant tilstede for
raske individer, mens disse er fraveerende for personer
med diabetes endda allerede i en meget tidlig fase af
sygdommen. Dette er benyttet til tidlig diabetes-diagno-
setisering gennem non-invasive malinger pa kapilleerer i
ojet men rejser desuden sporgsmadlet om oscillationernes
funktion.

Feenomenet klappelos stremning optreeder ogsa nar
musklerne benyttes. Muskler treekker sig sammen nar
de stimuleres, hvorved de mange sméa blodérer der lober
gennem den aktive muskel sammentrykkes.

Den menneskelige vejrtreekning foregar ved at man pe-
riodisk seenker diafragma (mellemgulvet), som beskrevet
i eksempel 6, hvorved et periodisk undertryk henholds-
vist overtryk i brystregionen (og modsat i mellemgulvet)
etableres. Dette har stor betydning bl.a. i forbindelse med
arbejds- og idreetsmeessige preestationer.

Endelig har feenomenet stor betydning i forbindelse
med mikro- og nanopumper. P4 lille skala kan man ikke
konstruere konventionelle pumpemekanismer, men da
det ofte er partikler med ladning eller spin, der skal ledes
gennem en kanal, kan princippet benyttes ved at patvinge
nanokanalen et eksternt elektrisk eller magnetisk felt.
Herved fremkommer en klappeles pumpemekanisme
der kan benyttes til at regulere stromninger pa mikro- og
nanoskala (de styrende ligninger er her lidt anderledes).

En sidste noget spekulativ anvendelse har med
verdenshavene at gore. Manens periodiske bane om jor-
den udseetter vandet i verdenshavene for en periodisk
gravitationel pavirkning. Det er meget teenkeligt at der




herved fremkommer en klappelos pumpemekanisme,
der foruden at skabe tidevandseffekter er med til at styre
stromningen i verdenshavene.

Kun matematik byder pa en eksakt universalitet:
At tilsyneladende forskellige systemer strukturelt
er ens fremgar af om de matematiske strukturer i
modellerne af disse systemer er aekvivalente. Vi-
den og indsigt kan herved overferes fra omrade
til omrade. Endelig giver matematiske modeller
mulighed for at undersoge modellen péd dens
egne preemisser, dvs. man kan eksperimentere
med modellen og lave undersogelser, som det
ikke er mulig at udfere pa det 'virkelige’ system
der modelleres.

Eksempel 9 — Modellering og intern faglig
matematik.

Det er klart for enhver, der har arbejdet intensivt med
modellering, at der indgar alverdens matematik og ofte
péd meget overraskende vis. Her vil jeg blot neevne nogle
af de klassisk matematiske problemstillinger, som er in-
volveret i forbindelse med ovenstdende.

I forbindelse med kompartmentmodellering er det ofte
kvalitativ teori for dynamiske systemer der er pa banen.
Alene ud fra de grundleeggende strukturer kan man vise
en lang reekke generelle seetninger. Periodiske losninger,
stabilitet, bifurkationer og graensecykler er her gennem-
gdende feenomener der studeres.

I forbindelse med parameterestimering er en forud-
gdende undersogelse af disses identificerbarhed vigtig,
dvs. en undersogelse af hvorvidt det er meningsfyldt at
estimerer disse parametre. Selv for simple linezere diffe-
rentialligninger, er spergsmalet om identificerbarhed af
paramentre ikke triviel. Dette skyldes at man her betrag-
ter det inverse problem, som ikke nedvendigvis behever
veere linezert. Tag blot et eksempel med koncentrationen
af et medikament (x) i blodet, der er tilfort kroppen via
en meengde (u). Opfattes kroppen som et kompartment
hvor medikamentet lobende nedbrydes eller udvaskes,
kan systemet beskrives ved

x'(H)=-px(t) + p,u(t)
y(t)=px(t)

Her betegner p, en tidskonstant for nedbrydningen/
udvaskningen, p, en omregningskonstant fra maengde
tilfort medikament per tidsenhed til medikament per vo-
lumen blod per tid, og p, er en proportionalitetskonstant
der ganget pa koncentrationen af medikament i kroppen
giver malingen y, kaldet den observable. Her er ikke alle
tre parametre identificerbare uden yderligere observatio-
ner. Kun p, og produktet p,p, er observerbare.

Endelig i forbindelse med de distribuerede modeller
betragtes ofte Navier-Stokes ligninger og diverse ap-
proksimationer defineret pa grafer. Kanterne i graferne
repraesenterer de elastiske drer, hvorfor konstitutive til-
standsligninger yderligere er nedvendige. Dette giver un-
der visse approksimationer ofte anledning til et system af

hyperbolske differentialligninger og relaterede Riemann
problemer. Eksistens og entydighed af lasninger pé for-
skellige rum er selvsagt centralt, og for nylig blev global
eksistens af svage losninger vist ved hjeelp af Glimm'’s
random choise skema.

Matematisk modellering benytter ikke blot speen-
dende matematik, men er ogsd med til at udvikle
nye internt faglige resultater og generere nye
matematiske discipliner.

Til slut vil jeg gerne papege, at mange studerende teender
pa matematisk modellering, medens andre teender pa ren
abstrakt matematik, hvilket ber udnyttes paedagogisk i
hojere grad end det er tilfeeldet i dag. Matematik er ver-
dens storste undervisningsfag og legitimiteten herfor er
at matematik kan anvendes. For at leve op til det moderne
samfunds krav, ber de der foretreekker den rene abstrakte
tilgang til faget derfor ogsa udvikle kompetencer inden-
for matematisk modellering ligesom de der anvender
matematik ber have en solid indsigt i grundleggende
matematiske strukturer og tankegange. Lad mig sluttelig
citerer Professor Vagn Lundsgaard Hansen, “For at vaere
i stand til formdlsrettet at udvikle matematiske modeller skal
man kunne matematik, kunne bringe matematik i anvendelse
0g kunne vurdere matematikanvendelsen. Disse kompetencer
er langt fra sammenfaldende. Og det er ikke nogen simpel sag
at organisere vekselspillet imellem matematik i egen ret 0g ma-
tematik som redskab i anvendelsessammenheenge optimalt.”
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Simple matematiske modeller til

beskrivelse af komplekse

biologiske systemer

Biologien er i disse &r i rivende udvikling blandt andet pa
grund af de mange tekniske fremskridt der gor det muligt
simultant at méle og registrere tusinder af variable. For
eksempel er det i dag muligt at bestemme aktiviteten af
alle gener i en celle pa en gang, hvilke af en celles tusinder
af proteiner der vekselvirker med hinanden eller afkode
millioner af variable DNA-positioner i det humane genom
ved et enkelt eksperiment.

Den slags malinger giver os mulighed for at studere
celler, veev og organismer i et nyt perspektiv — et helheds-
eller systemperspektiv, hvor tendenser og menstre traeder
frem som ikke er synlige, hvis kun en lille del af systemet
observeres. Saledes kan man for eksempel se, at generne i
en hjernecelle er markant anderledes udtrykt end generne
i en levercelle, og at udtrykkene eendrer sig gennem en
organismes levetid. Udover at veere interessant i sig selv,
abner sddanne observationer for nye muligheder inden for
fx leegevidenskaben, idet vi ud fra et systemperspektiv kan
sammenligne syge celler med raske og belyse sygdommes
arsager og undersoge effekten af medicin i et nyt lys.

Ikke kun den molekyleere biologi er i rivende udvik-
ling, men ogsd andre grene af biologien oplever tilsva-
rende forandringer i form af ogede datameengder, oget
information og viden. Dette stiller naturligvis krav til ma-
den at registrere og indsamle data p4, samt til hvordan vi
efterfolgende behandler og analyserer data med henblik
paspergsmal vi finder videnskabeligt eller samfundsmees-
sigt relevante. Derfor kan man parallelt med udviklingen
inden for biologien spore en udvikling inden for statistik,
datalogi og matematik, hvor man seger at udvikle model-
ler, metoder og teknikker til handtering og analyse af store
datameengder; dette kreever indsigt i biologisk teori. Det
samspil eller krydsfelt, der dermed opstdr mellem biologi,
statistik, datalogi og matematik kaldes
for bioinformatik.

Faget bioinformatik har udviklet
sig fra i slutningen af 60erne at veere
enkeltpersoners sammenligninger af
sma DNA- og proteinsekvenser til i
dag at veere centre med mange ansatte
med forskellige baggrunde og eksper-
tiser. I Danmark er der sterre centre
(>20 ansatte) pd Danmarks Tekniske
Universitet, Kebenhavns Universitet
og Aarhus Universitet. Jeg er selv ansat

‘\

af Carsten Wiuf

Center for Bioinformatik
(BiRC) ved Aarhus Universitet,
wiuf@birc.au.dk

pa Center for Bioinformatik ved Aarhus Universitet og
her er folk med baggrund i matematik, statistik, datalogi,
biologi, kemi, molekyleerbiologi og ingeniervidenskab.
Dette giver et meget speendende arbejdsmiljg, hvor den
feelles interesse er at forsta biologiske problemstillinger
gennem teoretiske overvejelser.

Selvom alle de neevnte fagomréader gennem dartier har
opereret med begrebet systemteori i forskellige former, er
begrebet dukket op pa ny i foreget styrke som en folge af
de muligheder, der har vist sig inden for biologien i dag.
Her vil jeg beskrive et biologisk system kaldet interaktomet
og vise hvordan vi med simple matematiske modeller kan
beskrive hvordan interaktomet gennem evolution har for-
met sig over tid. Artiklen er bygget op sd jeg forst beskriver
biologien, dernaest motiverer valget af matematisk model
og diskuterer en statistisk analyse af biologiske data vha.
modellen. Endelig fortolker jeg de statistiske resultater til
matematiske udsagn om modellen.

Interaktomet: Biologisk fortolkning og evolution

Meengden af alle de forskellige proteiner i en organisme
samt de fysiske bindinger, der er mellem par af proteiner
kaldes for interaktomet; se Figur 1. Proteiner er produkter
af gener, og et gen udever til dels sin funktion gennem
dets protein og de vekselvirkninger proteinet kan have
med andre proteiner. Det enkelte protein pavirker cel-
lens processer ved at binde til andre proteiner, gener og
molekyler og interaktomet repraesenterer dermed den del
af cellens processer, der er bestemt af bindinger mellem
proteiner.

Figur 1. Interaktomet illustreret som en
graf med proteiner som knuder og fysiske
vekselvirkninger som kanter. I eksemplet
er der N=9 knuder og M=8 kanter. Graden

af'en knude er antallet af kanter der
forbinder den med andre knuder.




Der er derfor stor interesse for at forstd interaktomet
og de evolutionaere processer der har skabt det. Et eks-
perimentelt bestemt interaktom kaldes et proteininterakti-
onsnetveerk (PIN). I dag er PIN-data fra en raekke organis-
mer tilgeengelige, dog er PIN-data fra mennesket endnu
sparsomme, da de anvendte eksperimentelle teknikker
stadig er dyre og tidskreevende. Desverre er PIN-data
ogsa ufuldsteendige i den forstand at kun kendte proteiner
kan medtages i et eksperiment. I Tabel 1 er storrelsen pa
typiske PIN-dataseet angivet med et bud pa hvor fuld-
steendigt dataseettet er.

delige mutationer og opherer med at veere aktivt, 2) Det
ene gen far en helt ny funktion vha. gavnlige mutationer
eller 3) De to gener deler det oprindelige gens funktioner
mellem sig. Den sidste mulighed menes at veere langt
den vigtigste. De 2endrede funktioner giver anledning til
eendringer i de proteiner generne producerer og dermed
ogsa til eendringer i de bindinger proteinerne har til andre
proteiner. Dvs. over tid seetter genduplikation sig spor i

interaktomet; se Figur 2.
Genduplikation er evolutionaert en meget vigtig pro-
ces, idet den giver et gen/protein mulighed for at spe-
cialisere sig (se punkt 3) — fx ser man ofte

Organisme Knuder Kanter Total Procent proteiner der kun er udtrykt i en bestemt
type veev, men som er teet besleegtede med
S. cerevisiae (gzr) 4.959 17.226 5500 90 andre proteiner med lignende funktioner i
andet veev. Derudover findes der en raekke
D. melanogaster (flue) | 7.451 22.636 12.900 58 andre processer, der specielt er vigtige i
bakterieevolution og som vi samlet vil be-
tegne tilknytningsprocesser. De deekker inte-
C. elegans (orm) 2.638 3.970 22.000 12 gration af gener fra vira og andre bakterier
og fusion af eksisterende gener i genomet,
H. pylori (bakterie) 675 1.096 1.500 45 hvorved organismen bliver i stand til at ud-
vikle gener, og dermed proteiner med helt
P. falciparum (parasit) 1.271 2.642 5.300 24 nye funktioner. Den relative hyppighed af
og vigtighed mellem de forskellige typer

Tabel 1. Antallet af knuder og kanter i typiske PIN-dataseet.
Total: Estimeret interaktomstorrelse.

Procent: Antallet af knuder (proteiner) i % af det estimerede
antal af proteiner i organismen.

Data er taget fra en offentlig tilgeengelig database DIP (Database
of Interacting Proteins).

En organismes interaktom udvikler sig evolutionzert over
tid. I sin yderste konsekvens forestiller vi os at interakto-
met er startet som et enkelt protein og vokset i storrelse
over tid. Da vi ikke til fulde forstdr livets udvikling i
dets tidlige faser, er interaktomets udvikling fra et en-
kelt protein at betragte som en bekvem abstraktion. Til
gengeeld findes en reekke andre biologiske processer, der
@ndrer interaktomet, og som vi forstar langt bedre. Den
vigtigste er genduplikation, en proces hvorved et eksiste-
rende gen bliver kopieret og indsat i genomet, sa der lige
efter duplikationen er to kopier af det samme gen. Disse
to gener er identiske og producerer derfor det samme
protein. Interaktomet eendrer sig altsa ikke umiddelbart
som folge af en genduplikation. Over relativt kort tid (i
evolutioner forstand) udvikler de to gener sig; her er der
forskellige muligheder: 1) Det ene gen adelaegges af ska-

processer er i det store hele ukendt.

En matematisk model af interaktomets evolution

Forste del af den matematiske model bestér i at reprae-
sentere interaktomet ved hjeelp af en graf som vist i Figur
1. Grafer (eller netveerk) finder i dag hyppig anvendelse
i mange naturvidenskabelige fag blandt andet fordi der
er udviklet en rig og sund matematisk teori for grafer.
De er desuden nemme at visualisere og derfor naturligt
appellerende.

De grafer vi betragter eendrer sig over evolutioneer tid
pa en made vi ikke pé forhand kender, og vi beskriver dem
derfor i sandsynlighedsteoretiske eller stokastiske termer.
Lad G,=(V, E) betegne en graf med t knuder, hvor V, er
meaengder af knuder og E, er maengden af kanter i grafen.
Et netveerk bygges op saledes:

* Start med en graf G = (V, E) af storrelse s. Vi vaelger
s=1, dvs. en knude uden kanter

* Antag grafen i skridt t er G, = (V, E,). I neeste skridt,
t+1, gor folgende:

o Duplikation: Valg med sandsynlighed 0<a<1 en
knude tilfeeldigt i grafen og kopier knuden med alle
dens kanter; se Figur 2. Dernaest modificeres den nye

og den gamle knude vha.

Figur 2. Figuren viser genomet for og efter en parametre.ne. p 0§ {4, som
o genduplikation og det tilherende proteinnetvaerk (A). beSkrevetlﬁgurz
® Lige efter duplikationen af det sorte gen har de to sorte o Tilknytning.
A | geners proteiner de samme interaktioner (B), men i lobet Vgelg med sandsynlighed
&—9 af evolutionar kort tid differentieres disse (C). I den 1-a en knude tilfeeldigt
matematiske model antages at begge kanter til et grat . .
- L~ Gener for duplikation protein bevares med sandsynlighed p og at en kant skabes L gr afen. Forbind en ny
Z : mellem de to sorte proteiner med sandsynlighed ¢. Hvis knude til den valgte knu-
- S Gener efter duplikation kun en kant bevares, veelges med lige sandsynlighed. 1 de ved hjee]p af en enkelt
eksemplet er der sandsynlighed p(1-p)*(1-¢)/4 for at kant
bservere netvarket i (C), hvis det sorte gen duplikeres. . .
‘ © * Fortseet indtil netveerket
B

har den onskede sterrelse.
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Derneest udvelges knuder sé antallet passer med et

observeret PIN-dataseet

Der er naturligvis mulighed for variationer og for at
udvikle modellen yderligere. Den beskrevne model er
specificeret ved tre parametre (o, p, q), og da det er en
evolutionaer model vil grafen i skridt t+1 kun afhaenge
af grafen i det foregdende skridt ¢ — dvs. vores grafge-
nerende proces er en Markov-keede. Desuden er enhver
modifikation af grafen lokal — dvs. den involverer kun fa
knuder (den nye og den gamle, plus den gamles naboer).
Disse egenskaber seetter os i stand til at udsige interessante
udsagn om de grafer vi kan generere.

To eksempler: Helicobacter pylori og Plasmodium
falciparum

Jeg og min gruppe har analyseret PIN-dataseet fra H. pylori
(675 knuder) og P. falciparum (1.271 knuder). I ojeblikket er
vi ved at analysere et PIN-dataseet fra geer (Saccharomyces
cerevisiae) med ca. 4.500 knuder, hvilket er pa greensen af
hvad vi i gjeblikket beregningsmaessigt kan klare inden
for en overkommelig tid.

H. pylori er en lille bakterie der kan forarsage mavesar
og derfor har veret genstand for en del forskning. Der
findes medicin mod H. pylori, men flere resistente bakte-
riestammer er kendte og den er desuden misteenkt for at
spille en rolle i udviklingen af cancer. P. falciparum er en
encellet parasit, der fordrsager malaria i mennesker. Siden
man i 1976 fik held til at dyrke P. falciparum i laboratorier
er malariamedicinen blevet betragteligt forbedret, men
sygdommen kraever stadig flere millioner menneskeliv
om dret pa verdensplan. Resultaterne fra vores analyser
er ganske interessante og opsummerede i Tabel 2.

Tabel 2. Vist i tabellen er estimater for p, q 0g o. Kanter er

naeste afsnit). Endelig ser vi at parameteren o, der angiver
hvor hyppigt genduplikation sker i forhold til tilknytnin-
ger, er meget forskellig i de to dataseet. H. pylori er som
neevnt en bakterie, og bakterier udveksler ofte genetisk
materiale mellem hinanden ved hjelp af de processer,
der her er modelleret som tilknytninger. Derimod er P.
falciparum en encellet eukaryot (den er grundleeggende
opbygget som vores celler) og i eukaryoter er den slags
processer langt sjeeldnere. Dvs. resultaterne stemmer
overens med vores forventning.

Endvidere er de to organismers interaktomer ogsa me-
get forskellige i storrelse, hvilket naturligt haenger sam-
men med hvor mange proteiner de hver iseer har (Tabel 1).
Antallet af mulige kanter vokser kvadratisk med antallet
af knuder, N(N-1)/2, og ratioen (2M) / [N(N-1)] af faktiske
kanter M til antallet af mulige kanter kan opfattes som
udtryk for netveerkets forbundenhed. I tilfeeldet H. pylori
er ratioen ca. 5-10° mens den er ca. 3-10° for P. falciparum,
dvs. bakterien er mere forbundet end eukaryoten. Ogsa
dette er i trdd med vores forventning, idet eukaryoten har
mange varierede funktioner, der varetages af forskellige
proteiner, mens bakteriens proteiner hyppigere er invol-
veret i flere forskellige funktioner.

Matematiske resultater

Vi kan bevise en reekke udsagn om denne simple model.
Endvidere bemeerker vi at angivelsen af modellen svarer
noje til hvordan man kan simulere tilfeeldige grafer fra
modellen, og at vi kan leere om modellen ved at simu-
lere grafer og registrere deres egenskaber. Her vil vi kun
interessere os for graden af en knude, dvs. hvor mange
andre knuder den er knyttet til. Man kan opstille folgende
rekursion for det forventede antal knuder 7 (k) af grad k
i grafen G:

det estimerede antal kanter i
det fulde (uobserverede) in-
teraktom. Antallet af knuder
0g kanter i de to PIN-dataseet

k)= (1= b+ EE R 1) 2;_1(;:_1}““ Ly )

)2 q o Kanter
H. pylori 0,56 0,05 0,78 5.636
P. falciparum 0,51 0,05 0,93 43.835

fremgidr af Tabel 1. Estimaterne er opndet vha. avancerede sta-
tistiske metoder (primaert Bayesian Statistics).

For det forste ser vi at de to parametre der bestemmer
genduplikation er meget ens i de to dataseet. Sandsynlig-
heden (g) for at den nye og den kopierede (gamle) knude
er forbundet er meget lille, hvilket er konsistent med hvad
andre har fundet ved analyse af andre typer dataseet. Det
peger ogsa pa at genduplikationens rolle er at skabe nye
funktioner og ikke blot at modificere de gamle.
Derimod er sandsynligheden (p) for at bade den nye og
den gamle knude bevarer en kant til en knude ca. fifty-fifty
og den ligger teet pa den greense, hvor netvaerket under
nogen omstendigheder opherer med at veere stabilt (se

hvor w=(1+p)/2 og vi for simpelheds skylds har antaget
atg=1og a=1 (helt tilsvarende resultat kan opnds generelt
blot med en del flere led).

Det forste led kommer fra at betragte en knude A af
grad k og beregne sandsynligheden for at den bevarer
graden efter en duplikation; det sker, hvis ingen af dens
naboer eller den selv udveelges (sandsynlighed 1-[1+k] /¢
) eller hvis en af naboerne udveelges til duplikation, men
ikke etablerer en kant til A (sandsynlighed [1-p]k/t ). Til-
svarende fremkommer andet led ved at betragte en knude
af grad k-1 og beregne sandsynligheden for at dens grad
stiger med 1. Endelig angiver sidste led graden af den nye
knude og knuden der duplikeres ("den gamle’): hvis den
gamle knude har grad j far den nye og den gamle knude
hver et binomialt fordelt antal kanter fra naboerne, samt
enkantimellem dem (g=1). Rekursionen er en konsekvens
af Markov-egenskaben omtalt tidligere.

Rekursionen kan kun leses ekspliciti trivielle tilfeelde,
men det er i nogle tilfeelde muligt at afgere om hyppig-
heden af knuder af grad k stabiliseres som netveerket




vokser, eller om der ikke indtreeder en ligevaeegt i takt
med at netveerket bliver vilkarligt stort. For et vilkarligt
parametervalg (a, p, g) har vi:

* Hvis op<0,5 findes en ligevaegt (ergodisk rekurrent).

* Hvis a=1 og p<0,533 har et uendelig stort netvaerk uen-
delig mange knuder af vilkarlig grad, men en ligeveegt
findes ikke nodvendigvis (rekurrent). Her er 0,533 den
approksimative lgsning til ligningen 2log(w)+p=0.

* Hvis a=1 og p>0,562 har et uendelig stort netveerk
hejst endelig mange knuder af en vilkarlig grad, dog
potentielt uendelig mange af grad nul (transient). Her
er 0,562 den approksimative lgsning til ligningen 1/(1-
0)+1/(p+w)-p-2=0.

*  Hvis a<l har et uendelig stort netvaerk uendelig
mange knuder af vilkarlig grad, men en ligeveegt findes
ikke nedvendigvis (rekurrent).

Hvad der sker i det lille vindue mellem 0,533 og 0,562
ved viikke, ej heller om graensen for en ligeveegt er hojere
end 0,5. Simulationer er af lille hjeelp her for selv hvis vi
simulerede meget store netveerk, ville vi ikke veaere i stand
til at afgore om graderne stabiliseres eller ej. Det forste
resultat haenger tet sammen med den gennemsnitlige
grad af en knude der er

2-2(1-g)a
1-20p

forudsat ap<0,5 og ellers uendelig.

Biologisk er resultaterne interessante, idet de forteel-
ler os om hvad vi skal forvente for et virkeligt netvaerk.
Bringer evolutionen graden af en knude til en ligeveegt?
Ved hjeelp af matematiske overvejelser bliver det saledes
muligt at klassificere systemerne efter deres stabilitet. I de
to tidligere eksempler finder vi sdledes at de begge falder
under betingelsen o<1, men ogsa at parametrene for H.
pylori ligger neer stabilitetsgreensen (bade o og p).

Afsluttende bemarkninger

Da modellen pé flere mader er en tilneermelse til virkelig-
heden, skal vi veere pdpasselige med at fremhaeve resul-
taterne ukommenterede og man ber undersoge hvorvidt
resultaterne er robuste over for forskellige modifikationer
af modellen. Det er dog meget interessant at estimaterne
stemmer fint overens med vores forventning og viden fra
andre typer data. Desvaerre er stadig kun fa PIN-dataseet
tilgeengelige — med tiden kommer der forhdbentlig flere
til. Nogle af de metodiske sporgsmal der treenger sig pa er,
hvorledes man kan analysere PIN-data fra teet besleegtede
arter, sdledes at man tager hejde for deres faelles evolu-
tion, og hvordan man kan analysere data fra arter der har
samspillet gennem evolution. Et eksempel pa sidstneevnte
er parasitten P. falciparums samspil med mennesket. I den
forbindelse vil det veere interessant at betragte farvede
netveerk, siledes at knuderne fx kan antage farve efter
deres funktion. Det er sandsynligvis kun proteiner med
visse funktioner i P. falciparum, der har tilpasset sig mere
menneskelige omgivelser.

I denne artikel har jeg forsegt at give et indblik i nogle
af de problemstillinger, data og metoder moderne biologer
og ”"anvendte” matematikere tumler med. Det er blevet
spaet at den anvendte matematik inden for biologi vil
gennemga en eksplosion naesten af samme storrelse som

biologien selv har gennemgdet. Det bliver neeppe tilfeeldet,
men interessant er deti hvert fald at opleve hvordan man-
ge biologiske problemstillinger kan hjeelpes godt pa vej
af matematik og at mange unge matematikere er begyndt
at sgge mod den anvendte matematik. Som ”“anvendt”
matematiker hilser jeg naturligvis dette velkomment.
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Evolutionaer tilpasning

Populationsgenetik stotter sig til et
meget veludviklet teoretisk grund-
lag, som blev udviklet i begyndelsen
af det tyvende arhundrede. Anled-
ningen var genopdagelsen af Men-
dels arvelove—eller rettere, at de
blev anerkendt som den generelle
basis for biologisk arv. Den umid-
delbare eksplosion i interessen for
hvordan en populations samlede ar-
vemasse videregives af fra foreel-
dre til afkom skyldes mangelen pa
en konsistent arveleere i Darwins
evolutionsleere—et problem, som be-
kymrede Darwin. Spergsmalet var
derfor om Mendels arvelove kunne
lukke dette hul i evolutionsleeren.
Projektet lykkedes. Darwins evolu-
tionsleere transformeredes i lobet af
1930’erne til den sdkaldte neodarwi-
nistiske evolutionsleere ved indarbej-
delse af den mendelske genetik. Suc-
cessen blev baret frem af kvantitative
teorier formuleret af bl.a. de tre emi-
nente genetikere R. A. Fisher, Sewal
Wright og]. B. S. Haldane. Fisher pro-
ducerede samtidig grundleggende
resultater inden for statistik. Selv ma-
tematikeren G. H. Hardy deltog og
formulerede hvad der nu er kendt
som Hardy—Weinberg loven, men re-
sultat ogsa fundet af andre. For ek-
sempel brugte Wright uafhaengigt re-
sultatet uden at formulere det som en
lovmaessighed—det gik steerkt den-

gang.

Mendelsk genetik beskriver indirekte
arv: Et individs egenskaber arves
ikke, men de gener som pavirker
egenskaben videregives til afkom-
met, som sd har eget sandsynlighed
for at udvikle en lignende egenskab.
Virkningen af naturlig selektion er
derfor dybest set, at de varianter af et
gen, som findes i populationen, bli-
ver sorteret. Selektion opstar nér in-
divider med forskellige egenskaber
har forskellig sandsynlighed for at
overleve og fa afkom. Evolution ved
naturlig selektion eendrer en popu-

af Freddy Bugge Christiansen
Biologisk Institut & BiRC, AU
freddy@biology.au.dk

lations udseende med hensyn til de
arvelige egenskaber, som péavirker et
individs antal afkom, men informa-
tionen, som videregives fra genera-
tion til generation findes i de gener,
som videreregives. Uden selektion
forventer vi ingen andringer i popu-
lationens genetiske sammensaetning.
Mendels arvelove medferer derfor
en grundleeggende konstans over tid
i en populations arvelige variation.
Denne variationsbevarelse var netop
hvad Darwin manglede i evolutions-
leeren.

Genetisk Evolution

Det neodarwinistiske projekt slut-
tede ikke med gennembrudet i
1930rne. De dybere konsekvenser af
genernes evolution viste sig at vere
mangfoldige, og forstaelsen af gene-
tisk evolution har lige siden veeret
et centralt projekt i populationsgene-
tikken, navnlig den teoretiske popu-
lationsgenetik. Da jeg selv i 1960rne
skiftede fra et studium i matema-
tik og fysik til et i genetik var ar-
gumentet, at populationsgenetikken
behovede matematisk uddannede
forskere. Dette var hverken forste
eller sidste gang et saidant behov op-
stod i en empirisk videnskab, men
jeg var let at lokke pd grund af min
dybe interesse for biologi. Tidspunk-
tet var heldigt: Slutningen af 1960rne
og begyndelsen af 1970erne var en
brydningstid, hvor den fulde konse-
kvens af den neodarwinistiske teori
var ved at vise sig. Inden for dette
nye univers vil jeg begreense mig til
et emne, som jeg brugte en del energi
pa, nemlig betydningen af genernes
organisation i genomet for virknin-
gen af selektion.

Haldane beskrev den tidlige popula-
tionsgenetik som kugleposegenetik,
fordi man studerede enkelte gener og

kombinerede resultaterne til forudsi-
gelser om en organismes evolution—
en massevirkningsmodel, hvor vari-
anter af de enkelte gener forekom-
mer uafheengigt af hinanden i indi-
viderne. Det gav resultater, som var i
overensstemmelse med Darwins for-
modninger og virkede fint under den
neodarwinistiske revolution. Fisher
viste at selektion forarsaget af arvelig
variation i sandsynligheden for over-
levelse medferte, at populationen ge-
neration efter generation opndede en
leengere gennemsnitlig overlevelse—
den blev bedre og bedre tilpasset til
det miljg, den lever i. Saddan selek-
tion forarsaget af variation i ét gen
giver en dynamik som i den klassi-
ske fysiks leereforseg: Det hele styres
af en energi- eller lyapunovfunktion,
i dette tilfeelde populationens gen-
nemsnitlige overlevelse. Fortolknin-
gen er, at populationen gennem evo-
lution ved naturlig selektion tilpasser
sig det milje hvori den lever.

Denne smukke dynamik bryder sam-
men sa snart mere end ét gen varierer
og producerer variation i individer-
nes overlevelse. Uathengighedsanta-
gelsen i kugleposegenetikke redder
dog neesten situationen. Den er, som
vi skal se efterfolgende, konsistent
med arvelovene safremt vi kan an-
tage, at den betragtede genetiske va-
riation kun forarsager sma forskelle i
individernes overlevelse. Denne an-
tagelse kaldes svag selektion, og den
stemte med de forestillinger, som Fis-
her havde om virkningen af naturlig
selektion. Evolutionsleeren beskeefti-
gede sig meget med kvantitative eller
malbare egenskaber, fx kropshejde,
leengde af neeb og lignende. Beskri-
velsen af sddanne egenskabers arve-
lighed var netop opndet ved at antage
mange gener, hver med en lille effekt
pé egenskaben.




Simpel selektion: ét gen

Betragt et gen med to varianter A
og A; som i en given generation fo-
rekommer i hyppighederne py og
p1, po + p1 = 1. Antag tilfeeldig
parring, sa de tre genotyper AgAy,
Ao A1 og AgA; blandt nyfedte fore-
kommer i hyppighederne pZ, 2pop:
og p?. Sandsynlighederne for at de
nyfedte bliver voksne og yngler er
Wop, Wo1 0g wi1; disse kaldes geno-
typiske fitnesser. Antager vi at alle
voksne individer forventes at fa
samme antal afkom, sa bliver hyp-
pigheden p) af A; i naeste genera-
tion

o= piwii + pop1wor

1 W )
hvor W er den gennemsnitlige
overlevelse i populationen:

W = pdwoo + 2pop1wor + piwii

(leeg meerke til at pywi1 + powor er
den gennemsnitlige overlevelse for
Ay-gener). I hver generation geelder
at W' > W, hvor W’ = W hvis og
kun hvis p| = p;.

Denne beskrivelse deekker en
population hvor generationerne
ikke overlapper. Fisher anvendte
en kontinuert demografisk beskri-
velse udviklet af H. T. J. Norton.
Overlevelsessandsynlighederne

w erstattes her med malthusiske
veekstrater m, sa eendringen af
genhyppighederne beskrives som

dpy
dt
M = pimaoo + 2pop1mor + pimii

= p1(p1ma1 + pomor — M),

(leeg meerke til at pymy1 + pomos er
den gennemsnitlige veekstrate for
Aj-gener). Disse ligninger viser sig
at give en god beskrivelse for svag
selektion, og resultatet er at

M

a0 %8

dM dp,
M0 Py,
dt < @

Hastigheden hvormed M endres
er desuden proportional med den
arvelige variation i fitness i popu-
lationen. Dette resultat kaldes Fis-
hers fundamentalsetning for na-
turlig selektion.

Genetisk Kobling

Man vidste tidligt at de forskel-
lige gener befandt sig pa karakteri-
stiske steder i cellens kromosomer,
og at nabogener oftest videregives
sammen—de viser kobling i trans-
missionen fra foreeldre til afkom.
Man vidste ogsa at kobling kan bry-
des ved overkrydsning mellem de to
kromosomer i forbindelse med dan-
nelsen af kensceller (Figur 1), og at
sandsynligheden for at en overkryds-
ning sker mellem to gener afheen-
ger af afstanden mellem dem. Lad
os i en given generation i popula-
tionen betragte hyppigheden, lad os
sige x11, af kensceller, der indehol-
der varianterne A; og B; af generne
betragtet i figuren. Sandsynligheden
for at en kenscelle er en rekombi-
nantgamet mellem de to gener er r,
0 < r < 1i. Beregningen af hyp-
pigheden i den felgende generation
benytter sig af en opsplitning af po-
pulationens kensceller, i parantalga-
meter og rekombinantgameter, og vi
vil antage, at selektion ikke pavirker
variationen i de to gener. Hyppig-
heden af A;B; kromosomer blandt
parantalgameterne er da z;;. Hyp-
pigheden blandt rekombinantgame-
terne atheenger af hyppigheden hvor-
med et kromosom, der baerer A, sid-
der sammen med et kromosom, der
beerer B; i foreldregenerationen. Vi
behever derfor kendskab til hyppig-
heden p4; af kromosomer, der baerer
Ay, og til hyppigheden pp; af kro-
mosomer, der baerer B; i foreeldre-
generationen. Uaftheengighed mellem
de to kromosomer i et foreldre-
individ er den simpleste antagelse,
og den svarer til Hardys antagelse
om tilfeeldig parring. Hyppigheden
af A;B; kromosomer blandt rekom-
binantgameterne er med denne an-
tagelse pai1pp1, og hyppigheden af
A1 B; kromosomer i afkomspopula-
tionen er derfor

zhy = (1 —r)z1 +rparpsi-

Overkrydsning tilferer derfor i hver
generation en fraktionen r af game-
ter, hvor de to varianter forekommer
uafheengigt af hinanden, og da hyp-
pighederne af varianterne ikke een-
dres, far vi at

xgrf)—Pmpm = (1-7)"(x11—pa1pB1),
hvor hyppighederne af kromosomer,
der beerer hhv. A; og B, i generation

n, stadig er pa1 og pp1. De to gen-
varianter vil derfor ende med at fo-
rekomme uafheengigt i populationen
idet
nlggo(xg’f) —paips1) = 0.

Tilstanden hvor z11 = pai1pp1 kal-
des koblingsligeveegt, og antagelsen
om svag selektion er netop, at po-
pulationen kan antages at veere teet
pé koblingsligevaegt under den evo-
lutioneere process (Figur 2).

Selvom approksimationer, der ba-
serer sig pa antagelsen om svag
selektion, er meget nyttige i mange
evolutioneere argumenter, sa er det
ikke hele historien. Samspillet mel-
lem kobling og selektion er ikke peaen.
Betragt en population med kun Ay By
kromosomer, og overlevelsen i denne
population beskrives ved sandsyn-
ligheden wvgo. Kan en mutation B;
i B genet invadere denne popula-
tion? Det atheenger af overlevelsen
Vo1 af AQBo/AoBl individer, idet den
sjeeldne mutant B; bogstavelig talt
altid forekommer i et individ hvis an-
det kromosom beerer By. Hyppighe-
den af B vokser derfor nar vg; > vqp.
Ligeledes invaderer en mutation A,
nar vip > vgo. Kan ingen af mutan-
terne invadere, ndr bade vip og vo1
er mindre end den oprindelige geno-
types overlevelse vg? Umiddelbart
er svaret, at det aftheenger af overle-
velsen vq; af genotypen AgBy/A1Bj,
men denne genotype dannes meget
sjeldent og burde derfor bagatelli-
seres, preesis som de genotyper, der
blev negligeret i ovenstdende argu-
ment. Den mda dog forventes at blive
dannet, men argumentet for det kree-
ver en leengere diskussion af balan-
cen mellem produktion af varianter
ved mutation og selektion mod dem.
Antag derfor, at A;B; kromosomet
introduceres i populationen, og at
Vo1 < Voo Og Vio < Voo- Nar et in-
divid af genotypen AqB/A,B; pro-
ducerer kensceller, vil kun fraktio-
nen 1 — r af A;B; kromosomerne
overleve delingerne og videregives
til neeste generation. Betingelsen for
at Ay By hyppigheden i naste gene-
ration er storre, x’ll > x11, er derfor
at (1 — r)vy; > vgp. Det er altsa ikke
nok at genotypen Ay By/A; By overle-
ver bedre end AgBy/Ao By, idet over-
krydsning omdanner A4 B; kromoso-
merne til de ufavorable rekombinant-
kromosomer A;By og AgBj. Par af
mutanter med lille effekt kan kun in-
vadere en population, hvis de er me-
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Figur 1: Kenscelledelingerne med en overkrydsning. To gener er markerede pé et kromosompar i en celle klar til
deling. Generne fra moderen er markeret med store bogstaver dem fra faderen med smd. Kromosomerne fremstar
som dobbeltstrengede, da kopieringen af deres DNA er afsluttet; de to strenge holdes sammen i et punkt. Ved over-
krydsningen mellem de to gener brydes to kromosomstrenge pa tilsvarende steder, og bruddene repareres, sa de
to afbreekkede stumper bytter plads. I forste celledeling segregerer kromosomerne, og de resulterende celler gen-
nemgdr umiddelbart endnu en deling, hvor de to kromosomstrenge segregerer. Resultatet af overkrydsningen er
to kensceller der ligner de, som dannede den oprindelige celle—de sakaldte parantalgameter—og to der afspejler
overkrydsningen—de sékaldte rekombinantgameter.

get teet koblede, og par af lost kob-
lede gener skal give en dobbelt sa stor
sandsynlighed for overlevelse, hvis
de skal invadere en population—og
det er et grotesk krav. Resultatet er,
at introduktion af A; B; kromosomet
med vi; > v i lav hyppighed i
populationen oftest medferer, at den
gennemsnitlige overlevelse falder i
de folgende generationer.

Dette eksempel kan virke specielt.
Det er dog ikke patologisk, men bade
evolutioner relevant og en god il-
lustration af den evolutioneere virk-
ning af genetisk kobling. Optimal til-
pasning af populationen til det milje,
hvori den lever, er derfor ikke ga-
ranteret. Sporgsmaélet i 1970erne var,
om den evolutioneere dynamik sta-
dig var matematisk paen, men alle-
rede inden tidret var omme viste ma-
tematikeren Ethan Akin, at det er den
ikke. Ved en geometrisk analyse vi-
ste han, ati den metrik—den sdkaldte
shashahanimetrik—hvori Fishers re-
sultater holder, dvs. hvori dynamik-
ken kan beskrives ved et gradient-
felt, kan dynamikken for selektion
med genetisk overkrydsning ikke be-
skrives ved et gradientfelt. Ende-
lig viste han, at resultatet er, at en
ikke-triviel—hverken matematisk el-
ler biologisk—delmeengde af model-
ler for selektion med genetisk over-
krydsning vil tillade oscillerende dy-
namik, som ikke har et fortetnings-
punkt. Variation under selektion i
flere gener kan derfor give en meget
forvirret dynamik.

Akins resultat er relevant for inter-
medieer kobling. For lest koblede ge-
ner svarer hans model til modellen
for svag selektion, dvs. Fishers re-
sultat geelder, ndr populationen ef-

ter kort tid er tet pa koblingsli-
geveetsfladen (Figur 2). I den an-
den ekstrem—meget teet kobling—
gelder Fishers resultat ogsa. For
absolut kobling gelder det trivi-
elt, idet de fire kromosomer ABy,
AoB1, A1By og AiB; opferer sig
som fire varianter af et kuglepose-
gen. En lav overkrydsningshyppig-
hed forarsager kun en triviel forstyr-
relse af denne dynamik—lav hyp-
pighed skal selvfolgelig forstds i
relation til styrken af selektion. Selek-
tion pa mange gener spredt over et
genom giver derfor en evolutioneer
dynamik af intermedieer kompleksi-
tet.

Figur 2. Hyppighederne af de fire
kromosomer AyBy, AgBi, A1By og
A1B; summer til én. De kan der-
for afbildes i et reguleert tetraeder
med hejden én, sa symmetrien mel-
lem kromosomerne bevares. Den an-
tydede flade er kromosomhyppighe-
der i koblingsligevaegt, dvs. hyppig-
hederne er paoppo, PAOPB1, PAIPBO
0g pa1pB1, hvor pag + pa1 = 1 og
po + pp1 = 1. Med svag selektion
vil hyppighederne hurtigt befinde sig
teet ved koblingsligeveegtsfladen, sd
effekten af selektionen i hver gene-
ration kan vurderes separat for de to
gener.

Evolutionaer Analyse

Evolutioneer analyse af variation i
kromosomernes DNA baserer sig
ofte pd, at vi inden for begraensede
leengder af DNA-sekvenser kan an-
tage absolut genetisk kobling, dvs. vi
kan se bort fra overkrydsning. For
leengere straekninger md muligheden
for overkrydsning indrages, hvilket
umiddelbart giver en mere komplice-
ret analyse, men ogsd abner mulig-
hed for ny insigt i genomets evolu-
tion. Af speciel interesse i denne sam-
menheeng er feenomenet selektions-
fejning. En ny mutation i et gen, hvis
umiddelbare effekt giver en hgjere
overlevelse, vil stige i hyppighed i
populationen. Mutation er en sjeel-
den begivenhed, sa vi kan antage
at det starter med ét stykke DNA
med den nye mutation. Nar mutan-
tens hyppighed oges folger det om-
givende DNA med, indtil det ved en
overkrydsning frigeres. I det menne-
skelige genom svarer en sandsynlig-
hed pa 1% for en overkrydsning i
et stykke kromosom til en fysisk af-
stand pa omkring en million DNA-
baser (en megabase eller 1Mb). Dette
er bare et tal, men det kan maske
blive mere konkret med oplysningen
om, at et sadant stykke kan inde-
holde adskillige gener, selvom disse
sidder meget spredt i genomet. Ven-
tetiden til en overkrydsning inden for
et sadant stykke DNA ved siden af
mutanten er 100 generationer, hvilket
for mennesker er i sterrelsesordenen
3000 ar. Denne overkrydsning kan
ske hvor som helst i stykket, men
som illustration lad os placere den
midt i, s mutanten derefter er asso-
cieret med 500kb af det oprindelige

-
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Figur 3: Resultater fra et studium af genetisk forskelle mellem 12 regioner i Storbritanien. Data bestar af DN A-baserne
1 500.000 positioner i genomerne i 17.000 individer. Abscissen er genomposition malt i antal baser med de 23 chromo-
somer lagt i reekkefglge efter hinanden, startende med kromosom 1 og sluttende med kromosom X. Testveerdien er
—log,o P, hvor P er testsandsynligheden for det enkelte test for homogenitet mellem de 12 regioner. Pa grund af de
mange test er testvaerdier under 5 uinteressante, og de mest interessante er vist med stolper. Genet for arvelig meel-
kesukkerintolerans er stolpen i kromosom 2. Nogle befolkningsgrupper har en lav tolerance over for meelkesukker
og andre kan fordeje det. Forskellene i befolkningssammensaetning i de 12 regioner giver det klare signal. Efter The
Wellcome Trust Case Control Consortium, Nature 447: 661-678 (2007).

kromosom, og ventetiden til yderli-
gere overkrydsning er nu 6000 ar. Og
sd videre. For hver gang en over-
krydsning sker, skal vi vente leengere
til den neeste. Resultatet er, at efter
mutanten har ndet en hej hyppighed i
populationen, vil den veere associeret
med et ikke ubetydelig stykke af det
oprindelige DNA—givet selektionen
er staerk nok.

De to genomer vi beerer pa—et fra fa-
deren og et fra moderen—er forskel-
lige i omkring tre millioner basepar,
eller én forskel per 1000 baser, men
omkring vores mutation vil der veere
et interval, hvor alle eller naesten alle
er ens, sa der vil veere et hul i den al-
mindelige variation i genomet. Sadan
et hul dannes, nér selektionen fejer
variationen veek, og feenomenet kal-
des derfor selektionsfejning.

Bruges genomvariationen til at no-
tere sig positioner, hvor den er fe-

rrintEnALTK

jet veek (Figur 3), sa giver ét hul et
meget klart signal, nemlig et inter-
val omkring genet, som koder for det
enzym, der spalter meelkesukker—
som ogsa er genet der giver arve-
lig meelkesukkerintolerans. I de fle-
ste befolkninger ophgorer evnen til at
udnytte meelkesukker, nar barnet bli-
ver vaennet fra, men vi nordvesteu-
ropeeere beholder ogsa som voksne
evnen til at fordeje det. Voksne i det
meste af verden kan ikke omseette
meelkesukker, og de reagerer kraftigt
mod det. Vi nordvesteuropeeere er to-
lerante overfor meelkesukker, men vi
ikke de eneste. Vi og andre befolknin-
ger, som historisk baserer sig pa avl af
malkekveeg, viser et signal for selek-
tionsfejning omkring dette gen. Tut-
sier i Afrika viser et klart fejningssig-
nal, og en naermere analyse af tole-
ransgenet viser, at nordvesteuropae-
eres tolerance-variant og tutsiernes
variant er forskellige. Evolution hen

imod meelkesukkertolerans er derfor
foregaet uatheengigt i nordvesteuro-
peeere og tutsier.

Genernes organisation i genomet
odelaegger altsd den klassiske evo-
lutionstese om organismernes uni-
verselle tilpasning til deres milje.
Virkningen af genetisk overkryds-
ning forstyrrer virkningen af selek-
tion. Dette samspil giver os imidler-
tid et nyttigt redskab i vores sogen ef-
ter spor af naturlig selektion pa gene-
tisk variation i vores genom. Darwin
indsa, at virkningen af naturlig selek-
tion er tab af arvelig variation. Hans
problem var, at med datidens beskri-
velse af biologisk arv tabte popu-
lationen variation ogsa uden selek-
tion. Den neodarvinistiske revolution
fejede den generelle tilpasningstese
vaek, men péviste observerbare lang-
tidsvirkninger i form af lokale tab af
arvelig variation i genomet.
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Matematiske modeller af influenzas
epidemiologi og evolution

Som Areag 1] SO0-2000 brlige dexdefald alens |
Danmark er influenza en al vare vigligste og farlig-
ele infebtionssygdemme.  Dertil hommer,
fluenza giver anledning 11l etor sygelighesd:

at in-
Tiweer
eller hveranden vinter rammes 5 10% af befalknin-
gen ol influenza., og endelip fordreager influene med
Artiere mellemrum pandemier, dvs elore verdensom-
epiendendes epidemier med yderligers forhejel syge-
lighed cg dadelighed.  Infuenzas epidemiclogl er
irnidlertid meget wesedvanlig of spredningen af in-
luenzs kan ikke umiddelbart beekrives med de tra-
diticnelle epidemimodeller com Peks, Kermack og
MacKendrick s differentialligningermceel.

For at forath, hvaid der gor influenzas epidemniclogi
ef usfeddvanlig er detl nedvendigt al ee nermere ph
influenzas biclogi. Der findes 3 typer af influenza
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Figure 1 Influenza i Keabenhayns Kommuone
1500-1870, Antal influenza diagnoser per uge per
10,000 =tillet af de praktiserende lrger (fuldt op-
trukket linje off skala Lil venstre). Ugentlige dads-
fald p gr a influenza, lungel=tendelie og bronki-
tis per 10U000 (stiplet linje o skala til hajre) [1).

InAuenza-patienter der ofte af folgeaypdomme. Thke

influenza-relaterede  dadsfald skal fernes ved en
tidsserie analyee, for man kan besternme influen-
maens bidrag il dadelighedan.

M

virus A, B oog C, hvoral bype A er den farligete, og
den wi vil keneentrere oz om. To forskellige alags
proteiner stikler ud af infuenza-viruseis cverfade,
hamagglutinin of nearaminidase. Begge proteiner
er antigener, dvs sirukburer som vort lmenunsyetemn
genkender som fremmedlegemer. Under infekbio-
nen produceres speciflkke antigtoffer der kan broges
Ll al bekeermpe de phgaldende coganismer, hyvis de
rmAtte treenge ind § kroppen igen. Uheldigvis sidder
den funkilonelle del af det vigiigete antigen, hee—
magglubinin, gemt © en lornme, 2ddan ai den ikke
kommer § direkte kentakt med immuneystemest, 1
gbedet oplwgges der antisicffer cver for ferm andre
dele af hemagglutinin, sfkaldie epitoper. Da epi-
Loperne ikke spiller nogen rolle for virus” funktioner,
kan de variere uden at pivirke virus” evne 1l ab 1e-
producers sig, Der er to forskellige mekanismer som
forfrsager variation | hiemagglutining viruedrifi og
Dhift op skifi er forbundet med hhr
punktmutationer og remsgcrtering hvor hele gen-

virus=kift.

Figure 2 Infuenza wiros. Influensa virus Besche
at & BNA stykker cmgivet al en membran. To
gbore proteiner, hemagglutinin og newraminidase
gtikker wl fra overfladen. Det menneskelige immun-
gvetern genbender hmagglutinin og | mindre cm-
fang neureaminidase som frernmedlegemer, der ekal
bekmrmnpes.
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Figure & Quasi-Aart. En virue-“art” er en sky af
hesleegiede virws | rummet af gen-sekvenser. YVirue
i miclten af skyen har hejest fliness mens viros @ ood-
kanten klarer aig dirligers. Skyens udkani tilfares
etadig nye virue fra centeretl @ gr a den hgje muta-
sl inge-virus,

ligger skyens midipunkt fast, men for influenza-

tionsrate. For stabile vira, elka.

virus PBeveger midipunkiet sig @ rummet af gen-
eekvenser [5].

elykker udskiftes [2-4]. De giver anledning 1il meget
forekellige modelleringeprablemer. Vi vil starte med
meclelleringen virwsdrift, som krfever mest matem-
alisk nytenkning.

Virus drift:
epidemiologi.

influenzas evolutionaere

[en normale influenza, der optrader med jwevan-
lige wvinterepidemior, er et procdukt al vivosdrifd
cgf dermed afl smb genetiske wendringer | virus,
En Evantitativ beskrivelse af frnomenet skal dec-
for kombinere matematiske maodeller for infektion-
eepidermiologh med modeller for virus populations-
genetik,

[en bype virus, som influenza tilhecer, er de hur-
tigst muterende organigmer, man kender. Langt de
fle—sie mutaticner er skadelige, men det sicre an-
tal virus-partikler hetyder, at der til stadighed] ceed
hliver dannet nok virns med hej fitnes, Infuenza
er shiledes en “guasi-art”, dvs en sky af beslegleds
virus, der haldes sarmmmen i en balance mellem mu-

Biologi og

matematik
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Figure 4: Phylogend for infuensa A. Endepounk-
Lerne | brimel reprisenterer indsamlede influenza
Troeats grene viser den simpleat tenkelige
forklaring pd. hvordan disse virus kan vaere opstist
vl mutationer [substitutioner] ud fra en [elles
stamfar, trasets rod.  Fogreninger svarer til hy-
potetishe viruz, der er Pelles ophay il virus ph
de to efterfvlgends grene, mens grensnes vandretis
lengde angiver anlallst afl enkeli-mutationer, der
adskiller de to virus vedd grenens ender. Influenza’s
stamira volser 1 lrengden med konstant hastighed
rmeng sidegrenens forbliver korte.  Influenea gen-
nemghr javnligh Aaskehalse, hvor kun eferkommere
afl en enkelt variant cverlever., Tallene yderst ved
grenspidserns angiver indsamlingeirei [G].

viris,

taticn of selekiicn mod mindre egnede moianier
rmex] centrurm 1 cmrbdet med de mest Atte vica [5).
I M. Eigens cprindelige maodel for sidanne quasi-
arter er de enkelte viTus-varianters fitness konstant,
bestemt af variantens funkiionelle egenskaber, Det
gpecielle ved influenza er, al mutationer | det gen,
sorn Bestemmer hamaggluiininets sammensseining,
kan fare til mutanter mesd Rojere fliness end deres
oprindelses, op ab slgrreliéen afl denone Ainess kan
rarters. Hvis mutationen sndrer en afl epibopernes
udseende, vil det nemlig ikke endre virus even Ll at
fungere, men den nyve mutant vil kunne inficere indi-
vider, gom var immune cverfor det oprindelige viros.
Dermed fAr mutanten hejers fitness, op skyens cen-
trum flytter sig. Efterhiinden som de modtagelige
virrter er blevel inficeret o immune, falder fibnes
for det nye “eentrum” of nye mutanter tager cer.

Denne proces, vitusdrift, kan aflimses direkie | de
virus der rutinemaeaipgt indsamles cver alt | verden.
Hwiz man ser pA fendringer 1| BN A-sekevensen for
det gen-siykke, som koder for de vigtigste epitoper
i heemagglutininet, kan man s, ab der ofte kun er
en enhelt mutant, som bliver stamfader alle senere
stammer, figur 4. [6] mens alle vira som cirkalere ph
el beatemnt Cidepunkt er ganske niert beslagiads 7).
Virus drifien kan cpsh afleses | det menneskelige
immunrespons |3, 8. Tabellen i figer 5 viger, hvor
kraftigt antistoffer mod en bestemt virws-starmme
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Serurn efter infekiion rmed

Virus H K /68  Eng/T2  Vie/Th
A Heng Kong /1 /68 1280 a0 -
A/ England /42 /72 40 G0 40
A Victoria,/2Th - - iR
A Teaxas /1 /7T 40 40 &I
A/Banghak /1,78 40 40
A/ Philippines /250 - - 40
A Migsissippd /185 - -

A Shanghai /1187 40

Tex,/ 77 B E/TD Phi/82  Wis/8hH  Sha /BT
1280 az20 160 40
AH0 1280 116 I

B =il fidil = 160

40 =il & 1280 160

40 =il & 40 B0

Figure i HEmagglntination al H3M2 (nfloonea A «itus. Influenza vires binder natorligt il de
rewle blodlegemer (haemagplutinering), men processen hindres of antistoffer mod den phgaeldends viros.
Talbellen viger bvor megel honceniralionen afl antistoffer shal ssenbes for der sher haemagglotinering.
Rakkerne giver de forekellige vicnsstammer - dei aidete tal | belegnelzen angiver indsamlingsac. Takellens
gajler vizer de vira, der har dannet antisicfferne. Antistoferne reagere bedet mod de tilsarends vira og
reakbicnen aftager med hvor lang 1id der er ghel mellam indeamlingen af de to virue 3]

reagerer ved medet med en anden gtarmme. Som det
frempghr falder immunreaklionen, hvis antistofferne
gvarer Lil virus, som er mere end 2-3 &0 wldre end
den inficerende virus [H].

' Pease formulerede 1 1957 den fbrste maodel
al influenzadrift, som giver en konsistent beskriv-
elze, der kolbider dizee genetieke og anligene fen-
dringer sammen med influenzas epidermiolog [13].
Pease 1og udgangepunki 1 den velkendie Kermack-
Maclendrik model (SIR-modellen pd fgur G, der
giver en wdmierket beskrivelse af forlebet afl en
enkelt influsnzaepidemi. 1 den klassishe JKermack-
Mackendrik mode]l standser epidemien, fordi der
ikke er tilstrakkelig mange modiagelige at srmitie.
Hyis man il bruge modellen over lipngere peri-
celer, m# man derfor gare 1ede for, hvordan ders
tilfares nye medtagelige individer, For bornesyg-
domme som feks. maalinger fremkomermer nye mod-
tagelige individer gennerm fodsler, Nyfelie er cged
meliagelige cver for influenza, men de epiller en
mincre rolle, o Pense negligerer simpelthen fad-
gler, Modtagelige opstir farst og fremmest wved, at
individer taber deres immunitet, fordi den o dan-
net ved en infektion, som ligger for langt fra den
aktuelle virus-stamme, Deswden antager Pease, at
et ti] enhver tid kun er een virwsstamme Ll steds
i befolkningen, idet han ser boat fra de dimensicner
i Eigens virus-sky, =om ikke handler om wariation
i antigenerne,  ldeen et no oal Karakberisere popu-
lationens immunitet relativt til den aktoelle viroe
etamme, sddan at S{e. ) er antallet af individer,
hwis sidste infektion blev fordrsaget af b virus som
adskilder sig me] a newklectider (muoiationer) fra

22 1At 34/08

den aktuelle stamme - hvor a opfaties 2om en kon-
tinuert variabell Bagerel pd empirishe dala antager
Pamge videre, at modiageligheden over for den ak-
tuelle virus er proportional med o, o at cenbrom |
virus skyen bevieger sig med en konstant hastighed
. Den samlede model bBliver no en ikke linewer
integro-differentialligning:

df =
- J;r a5 a, Eida — eS8}
et o
ko) S 4
rm } I!EE — a8 e, £
L& 0) ed 8,
bver wi har  wdeladt  begyndelsesbetingel serne.

Paase sstimerede parametrens i modellen o viste
ab den kan forklare influenzaz epidemiclogi, dvws
svgdomehyppighed, hyppigheden afl reinfektioner o
hyppigheden al influenza-epidemier.  Pease mode]
viger diempede svingninger om en etabil ligevoegt.
Eenere arbekler har vist, at hvis proportionaliteten
mellemn medtagelighed of antal mutationer siden
giclate infeklion erstaties al en spgmeid Kurve, op-
sbhr der regelmas=sige svingninger gennem en Hopl-
bifurkation [14. 15].
melellen belragies systemel gennem en “moving
Modellen kan

opgsd bruges pd visse andre infeklionssypcdomme,

I influenza-fortolkningen af
frarme" 1 rummet af virue typer.

hivig rman cpfatter den vokzends modtagelighed scan
et udiryk for tak af immonitet, Denne adgave af
melellen, s=om kan spores tilbage 1l Kermack o
MacKendrick [16], har fornylig vieret brugt af de
armerikanske sundhedsmyndigheder t] at vorders
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tvpe ¢ bliver nu

At=3 E 17

JoK

idet vi gér ud fra at even 11l ab smitte kke bliver
phvirkel af den srnitbedes imenonitetsforhold. Mod-
tagelighaden cver for virus type ¢ afhienger af hvilke
vita vierben tidliger har vere eksponerel for og
kan beskrives wved en fakice 0O .
ekal [asilegges shdan, at den beskriver relalionerne
evarende Ll tabellen @ Agor 5 ldet wi for fuld-
elrendipghedens skyld inkluderer fadeel og dad (med
raten ) bliver modellen no

= a3 = 1, som

d Sy /el 2 wlps 2 ajAiSy - uSy
ded |||'1]
il Ay — (p + )y

med oplagie modifikationer for ] . 1 oven-
etdiende ligninger mangler der desuden en beskrive-
elee mf punkimutationerne som kan beskrives med
gmé Howr mellem klasserne af inficerede individer.
Modellen kan kun undersdges analyiisk for smié
vierilier af n og med soerlige antagelser am symmetri
men allerede her kan medellen give anledning
til ganske interessant dynamik [20-2]. Den bles

cprindeligh. formuleret med henblik pd influenza-

af a'-']-:

drifi, men hat i s®r fundet anvendelse | beskrivelaen
al malaria, dengue of kolera | 2525

For influenza wed i, at n er nadt til ab viere
Y for, at man kan

indfange drififEnomenet, hvilkel beiyder al man er

forhaldavist stor [Lypizk n

naadi Tl at gA over Ll computersimuleringer mex]
den diskrete sickastiske analog, dels pd grund af
beregningernes stgrrelse, dels fordi der bliver 24 (&
individer i hver klasse, ab man ikke kan betraghe
Monte Carlo
girnuleringer med den digkretiserede mode] viser, at

den ikke alene kan forklare influenzadrifi. Forydsim-

muniteten mellem Beslegteds stammer givel ved -:'.:{-I-

klasserne =om Hontinuerte varialssle

er ikke i =g saly nok til atb fochindre, at der opstar
flere levedygtige afkom fra den samme oprindelse
ed shven breder aig og bliver 1il en tAge. | arkejdet
med computerzimuleringer er der blevet foresliet 1o
mekanismer som kan holde skyen sarnlet. Hyis infl-
ceredle perzcner ikke er modtagelige over en anden
virus infelktion de fbrste 4-6 mbneder efter endt syp-
deom, vil skyen holde sig samlet. Der fndes ingen

empitisk evidens for denne antagelze, men hvis un-
dertrvkkelsen af reinfekiioner ikke er for voldsom vil

den oged viere svier at iagitage |28 ). Skyen kan

Biologi og

matematik

opsd holdes samlet hvis de Aeste muotationer proe
ducerer niesten ideniizke vira, mens meget gjaeldne
muianter er meget anderledes | deres antigens egen-
shanlwer [31].

Ideen med ai indfre to forskellige typer muota-
ticner er ny of er aldrig blevel undersegt analytisk
{imen understeties al molekyl®erbiclogishe ander-
spgelaer] [A1]. Antagelzen con at reinfeliioner bliver
underirykt, kan cgsh fanges | en simple mode]l hvor
man underscger om to forskellige vira begge kan
forfirsage epidemier 1 en population, der allereds
er i ligeviegt 1| forheld Gl Peage-modellen [32, 33).
Her vizger det sig ab influenzas smitscmhed viere
forholdsvis lav (Ho 2 — 41 eller ogsd skal ander-
trybkelzen af reinfekiicner viere kraftig, Andre un-
dersggelaer viser, at influenza’s Ao antagelig e sh
lay som 2-5 34306, = der er pt ingen alklaring pé.
hvordan skyen holdes sammen.

Balwe drifiprocessen kan beskrives analyiisk som
en diffusicn 1 “rummet af mulige antigen-typer” ved
ab mecdificere Peasgse's model.  Med passende pa-
rammetervierdier opnds en drifthastighed, som passer
Hewvedproblemet er man
bliver nedi Lil ab give afkald ph en proecis beskriv-
elee af hele den immunitet der allerede er opndet

mel den obeervereds,

[18, 37, 3%] eller man mé anbage at immonitet kun
phAvitker evnen til ab amitbe andre [39-41].

Influenza skift og pandemier

Med Jange mellemram - typisk nogle &rtier - gen-
nemghr influenza et sdkaldt skift. Ved o1 2kift er-
stattes 2 eller 3 af influenza-virusets 8 RN A-s1vkker
miex] Lilsvarende RNA stvkker fra Tugleinfluenza (an-
defugle].  Da genet for hiemagglubinin altid er
bilandi de udskifiedes ganer, har den humane popala-
Licn ingen imrnunitet cver for den nye saybiype. In-
Huenza =kift giver derfor anleding til en serie pd 2-3
voldzomme, verdensomapendende epidemier [pan-
derniy. Under influenza-pandemien forsvinder den
tidligere influenza subbype of frsager, som er dhrlige
forschet, sfiledes mt der normal kun eirkolerer en
subbype ad gangen (fgur 7).

Der er stor praktisk interesse for pandemier.
Influenza pandemier er voldscmme begivenheder,
hvor BO-E0% af befolkningen Bliver smittet pA kot
ticl, eA pandemier belaster sundhedevirsenst og kan
forstyrre almindelige camfundsfunktioner. Desaden
koster en typisk pandemi 25000 menneskeliv alene
i Danmark. Det lyder méske ikke af meget sammen-
lignet mec] at en normal vinterepidemi forbrsager 1-
2000 deidsfald, men pandemier mmmer alderamoes-
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Figure ¥ Infunensa skift slden 1880, Figuren
viger hvilke sublyper af human influenza, der har
citkuleret., Overgangen mellem subbyper er Areag
til en wverdenomspiendende epidemi med den nye
subatype, en pandemi. Subiyvperne belegnes mesd
deres hiemaglutinin- og neuraninidase Gyper, men
de har ogsd “rlenavne”. H2ZN2 kaldtes den “asi-
atiske” influenza, op H3N2 kaldes “Hong Keng™ in-
fluenzaen. Der findes ikke virus-praver fra pericden
med de gré bokee, =4 subiypen er besiemt ud fra
bleedpraver. Skifiet 1 188018900 kan kun ses i Blod-
provver o ikke | epidemiclogiske optegnelser. HIN]
subivpen dukkeds op igen 1 1977 antagelig pd grund
afl undelip fra et forskningslaborabtoriom |2, 42].

gigt bredere end vinterepidemierne som fortrineyist
rammer de wldre [43].

Da pandemier er sjmeldne, stammer vores ecfaring
fra historiske periceler, vor den humane adferd og
demograll var markant anerledes end i dag. Matem-
atiske modeller har vieret brogi il at forudse 1o
aspekter af den nieste pandemi, nemlig den glab-
ale spredning af det nye virus of den allertidligsate
lokale spredning i det amrdde, hvor den nyve subbype
cpsthr [44, 45].

Den globale udbredelse afl historishe pandemier
Man regner med, at
e Aeste pandemier starter i det sydlige Wina, hyver
menssker of andefugle er i toet kentako [46, 47).
Optegnelser | ewropeeiske arkiver viser, ab i det at-

er forholdsvis velbeskrevet.

tenide of nittende drhundrede spredie pandemierne
gig fra Rusland burtigh langs Ostersoen, lidt lang-
sommere gennem Cenbraleuwropa Ll Vesleuropa og
derfra med skib til Mordamerika og i nogle tilfxlde
til Inclien.
til Rusland wides ikke, men man antager at den

Hveridan smitten er kommet fra Kins

er blevel spredi Gl Europa gennern Sibitien, mens
Eyd-gat-asien er blevet smittet direkie fra Kina.
Den tyvende Arhuwndredes tre pandemier ar fulgt
el andel menster, Den bergmie “Spanske syge”, op-
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sboil antagelig | forbret 1918 | naerheden af shvtte
gravens | Vesteuropa og spredies il resten afl ver-
den med troppetransporter. e io seneste pan-
dermier 0 1956 /57 og 1AGE /68 har formentlig sprecdc
sig fra Kina med ruteflv. De ndede Europa o Mor-
damerika i lobet af 6-5 mbneder. Spredningsmod-
eller (stokastishe kompartment modellec) der tager
heijde for stigningen i den internationale Ayirafik
viser, al den nieste pandemi vil nd cs meget har-
tigere antagelig i lnket af 6-8 wper [48].

et tager ca 6 mAneder al producers en vac-
cine der Feskyviter modd en ny subiype 24 masse
vaccinationer vil Komme for =ent Gl at B beiyd-
ning for forlebet afl den naste pandemi, selv bvis
ran forscger ab bBegriense den internationale trafil.
I stelet har to forekergrupper wlviklet detaljereds
rnceleller for at underscge muligheden for atl standse
en kommende pandemi ph el meget tidligt tid-
spunkt [44, 45]..

Udgangspunkiet for deres maodeller er et soenar-
ium hvor den nye virus bliver oplaget kort Lid efier
den er Begyndt at spredes blandi mennesker. Tdesn
er nu ab begrenss kontaklen mellem personer | om-
rédet wved at lukke skoler ol smmt st wddels amnti
virus-medicin [“TamilFluw™) som kan erhindre virus
i at spredes, Modellerne viser at hivis virus ikke er
grerlig emitsorm (A, ekal viere under 2] kan man fak-
L=k standse virus spredoingen og dermmed Rl tid
Lil at f& wdwviklet en vaceins, Hels historien wirker
imicleriid noget naiv. Erfaringerne fra den farlige
18] Brepidemi er nemlig at virus var betydeligh mers
srmit=om (Ao i Kebenhavn var Leks 42500 Deso-
den forhrsageds viras 1 de ferete & méneder ikke
srerligh mange dedsfald, s4 eelv hvie man havde kon-
net standse den tidlige epidemi. havde man nok ikke
gel nogen grund Gl ab gribe ind, for den oye virus
havide bredi ey cver det meste af den indusirialis-
erodle verden.

e underliggends modeller er shkaldie “inddivid-
baserede modeller” En elags stokastiske modeller,
hvor hvert enkelt individ Belandles seeskilde, o
hvor hvert individ kan komme od for mange be
givenheder med sandsynlighedsintensiteter, der kan
s
rncelellerne bruges ph store befolkninger som Lekls.
Thailand, USA eller UK, er der tale om meget
omfatiende beregninger. el er nemt ab opskrive

afbienge al resten al populationens tilscand.

den slage modeller § moderne programmering ssprog
gom Leks, O4 4 op programmerne egner sig glim-
rende 1l parallelbereginger, men fra en matem-
atikers syvnspunki er modellerne @A komplekse at

det ikke er muligl ab gore dem 1 genztand for en

]
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Konklusion

Zelv om mesdeller afl influenzadrift har et grunds-
idenskabeligt sigte, er der en meget prakitisk bag-
grunid. Der foretages hvert &1 en omfattendes vac-
cination moed influenza. 1 mange lande vaceineres
op maod T3 afl den voksne befolkning; | Danmark
Vaceina-

tionerne skal getages hvert Ar, dels fordi vaocinens

vaccineres [rrre op foririnsvist wldre.

virkning forsvinder, dels fordi influenzadrifien be-
twider at vaccinen muligvis ikke lengere indehaolder
e antigener som svarer Lil den aktuelle influenzas-
tamme. WHO anbefaler hvert A1 sammensainin-
gen afl den kommende vaccine 0] producenterne.
Da vaccineprodukbionen tager ca 6 rodmeder Dliver
den kommends sf=ons varcine-sammenseining for
den nordlige halvkogle beslutiet i januar-febroar pd
baggrumd af de virusvarianter som er blevet indsam-
let pit et tidepunkt. Denne procedure er Festernd
ik ke ferilfri; faktisk er WHOs anbefaling forkert § 1-2
wl af hver 10 si=cnner. De matematiske modeller
kan naturligvizs ikke i sig selv give bedre wmocine-
anbefalinger, men modellerne har skakbt focus pd
pamspillet mellem epidemiclogi of naturlig selek-
tion., Oplagelsen af ab virusdrift antagelig foreghs
i s=mé vk med fA Are mellemrum blev Leks, gjort
al en forskergruppe, som lenge har arbejdet med
meclellering af virusdrifi.

Pandemimodellerne har el mere prahtisk sighe
cgf har karakier af bogholderi-maodeller hvor Rendte
frenomener skaleres op Gl pandemi-niveau. Deres
formbl er altsh at illustrere. hvordan en kommenie
pandemi kan advikle sig. Variationer over olisse
mecleller indghr da ogsh i de “pandemiplaner.” som
alle industrialiserede lande har adarbejdet 0 de
genere #r ligesom medellerne har vieret  forside-
historier pd shvel MNature som Science. Det er
gxierl ab peje pi. bvor modellerne bar frembragt ny
erbendelse frem | en pandemi-sarmmenhieng, men
tilsvarende modeller spillede en vighig rolle wnder
den store mund- op klovavgeepidemi 1 England i
2001, Modell=rne viste nemlig at der gik for lang
tid fra diagneose il nedelagtining [49]. Proceduren
for nedelagining blev sendret of epidemien kom kori
efter wnder kontrol. For influenza kan en kombins-
tion af drifi- op pandemimodeller mbske bruges til
komtral af de efferfelgends balger | forbindelae med
et influenzaskift.

Detie projebt er stobted af Forskningsrhdei for

Sundhed og Svgdormn, prajekt nr. 271-07-0855,
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af Michael Pedersen,
Institut for Matematik, DTU.
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Anvendelse af matematiske modeller i biologi har en
lang historie, og biologiske problemstillinger har, som
fysiske — dog i en helt anden storrelsesorden - gennem
tiderne inspireret matematikere i mange felter. Etablering
som egentlig matematisk subdisciplin kan man madske
tidsfeeste til stiftelsen af Society for Mathematical Biology
(SMB) 11975, men man kan neeppe sige at feltet fodtes
med vind i sejlene. Fra ati starten veere betragtet af mange
som en lidt obskur, tenderende til primitiv, legeplads for
en skon blanding af matematikere, fysikere, kemikere og
biologer, har feltet i det seneste tidr gennemgdet en i alle
henseender positiv udvikling. Med udnzevnelsen af en
hejt anset matematiker som Avner Friedman som den
seneste praesident for SMB, har man her klart signaleret
at matematisk biologi er et seriost felt i det matematiske
spektrum, og pd bevillingsomradet boomer feltet interna-
tionalt, fra NSF i USA over EU og helt til det tilsvarende
kinesiske NSF-China satses um&delige summer pé at fa
etableret forskningscentre og netveerk med det formal at
oge den matematiske forskningsindsats i alt fra genterapi
til havekologi. En ikke uvesentlig motivation kommer
oplagt fra den nyeste lovgivning i USA, der dikterer at
ethvert leegemiddels (ogsa indopererbare hjeelpemidlers)
virkning, for at kunne godkendes skal veere dokumente-
ret ved en matematisk model med tilherende (numerisk)
simulation. Men den intensiverede klimadebat og eget fo-
kus pa ekologiske katastrofer har bestemt ogsa eget fokus
pa feltet. Dette har affedt et stort (ogsd kommercielt) behov
for “biomathematicians” og et af formélene med de igang-
veerende initiativer har veeret at fd uddannet sddanne. En
af de store forhindringer har her veeret sprogbarrierer mel-
lem biologer og matematikere, biologerne naesten uden
kvantitative og analytiske feerdigheder og matematikerne
med en generisk forkeerlighed for ultimativ abstraktion.
De udenlandske erfaringer viser tydeligt at det er muligt
at leere matematikere den nodvendige biologi, men naesten
umuligt for biologer at leere nok matematik.




I Danmark har der pa universitetsniveau kun veeret
fa tiltag inden for feltet, og i lyset af den internationale
udvikling startede i 2006 pa tveers af universiteterne det
FTP-stottede forskningsnetveerk MECOBS: “Modelling,
Estimation and Control of Biotechnological Systems”, som
har til formal at undersege mulighederne for at etablere
forskning og uddannelse i feltet herhjemme. Jeg citerer
fra hjemmesiden (www.mecobs.org):

“Mathematical modelling and subsequent mathemati-
cal analysis has for decades been the common and firm
ground for fruitful cooperation between the various
technical sciences, the major breakthroughs in one field
often being the impetus of research in the other. Being a
relatively new field, biotechnology and systems biology
has not yet had the need for very advanced mathematical
modelling and analysis, but the rapid development of
production techniques as well as more refined experimen-
tal methods calls for more elaborate mathematics than
typically comprised in the biotechnological environments
themselves. From a strict mathematical point of view, the
areas of biotechnology and systems biology are, to a large
extent, using mathematical modelling and estimation
based on both “imprecise definitions and inadequate
methods”. This is only a natural consequence of the
fact that the fields have been driven so far by scientists
with a background in chemistry and biology, but now
the need for more advanced mathematical modelling
and theory has become evident. This is in particular the
case when the description of the systems in question
is changed from a purely biological level to a descrip-
tion of the overall system dynamics and quantitative
considerations. This also calls for the development of
entirely new mathematical tools, leaving the hope that
biotechnology and mathematics can develop the same
synergy in the future that physics and mathematics
has done for decades. By barrier-breaking workshops
and knowledge-exchanging activities with the biotech-
nological and biological environments both nationally
and internationally, the hope is to attract master- and
Ph.D.-students to this interdisciplinary field and in this
way establish a common ground for future research. The
interdisciplinary nature of the subject is reflected in the
theoretical background of the network members, and
the initiative to co-operation with the scientific biotech-
nological environments at the universities and private
companies is a major priority.”

i Matematisk Bioscience

De matematiske modeller er typisk baseret pa flere kob-
lede, ikke-lineeere ordincere eller partielle differentiallig-
ninger og helt konkret er der brug for specialister i PDE’s,
ODE'’s, dynamiske systemer, modellering, fysik, numerik,
fluid dynamik, simulering, klassisk kontrolteori og uende-
ligdimensional kontrolteori. Jeg har sa ikke medtaget den
statiske indfaldsvinkel, der forseger at modellere syste-
merne stokastisk (som Markov keeder), idet man betragter
dem som veerende i forskellige tilstande med forskellige
overgangssandsynligheder. Det giver anledning til stoka-
stiske differentialligninger pa en vis skala, men kan ogsa
modelleres ved Fisher-Kolmogorov eller Swift-Hohenberg
ligninger (hejereordens, ikke-linesere PDE'’s).

Matematisk bioscience er et seerligt indsatsomrade pa
DTU, i krydsfeltet mellem forskningsomraderne anvendt
funktionalanalyse og dynamiske systemer. Her startes
eksamensprojekter, phd- og postdoc-forleb og omradet
er sogt styrket ved stillingsopslag. I forbindelse med
DTU'’s fusion med forskellige tidligere sektorforsknings-
institutter er der endvidere kommet seerdeles relevante,
nye samarbejdspartnere pa banen. Man kan sige at dette
omrdde pr. definition ligger lige til hojrebenet for DTU;
den tveervidenskabelige naturvidenskab kondenseret i
ingenigrvidenskab, poly-teknik par excellence, men som
antydet er der problemtyper pé ethvert niveau og nee-
sten i enhver matematisk disciplin- det sveere er méske
afgreensningens kunst. Pointen er blot at alle de danske
matematiske universitetsmiljoer burde kunne finde sin
egen profil i dette umddelige univers af udfordringer, (der
i gvrigt tilsyneladende tiltreekker en del studerende, som
ikke traditionelt ville veere startet pa en matematisk-natur-
videnskabelig uddannelse). PADTU er det “engineering”-
aspektet, der er centralt, den traditionelle matematiske
arbejdsmetode, hvor der abstraheres fra den konkrete
model til den generelle eksistens- og entydighedsteori i
passende funktionsrum skal nedvendigvis kulminere i
kvantitative overvejelser, parametrene i modellerne skal
estimeres og numeriske simulationer spiller en veesent-
lig rolle. Dette er DTU-vinklen, andre institutioner kan
givetvis finde tilgange der passer bedre til deres lokale
forskningstradition, hvis de vil.

Det er naturligvis hdbet at DTU-initiativet vokser sig
stort og at vi i samarbejde med andre universiteter kan
fd etableret et steerkt dansk forskningsmilje i dette spaen-
dende felt, og vi star til rddighed med vores erfaringer
for interesserede.

Dl



af Lars Gdrding
Lunds Universitet
Lars.Garding@math.lu.se

Lammelgatan

Lat mig forst tala om smagnagare, dvs sork och
lammel. Av bada finns olika arter pa norra halvklo-
tet. Dessa djur ar sma och bor i gangar under jord
eller snd och &ter vixter, t.e.x mossa och gris. De far
ocksa stora barnkullar och férsvarar sig med sin stora
fruktsamhet mot rovdjur som har dem som favoritfo-
da, t.ex. rav, vessla, uggla och hok.

Nagon gang under tjugotalet besckte den engelske
zoologen Charles Elton! de norra delarna av Fennos-
kandia och upptéckte da att det med regelbundna
tidsintervall mellan 3 och 5 ar fanns manga smagna-
gare men fa ddremellan. Detta var naturligtvis bekant
for folk pa platsen men Elton kallade fenomenet en
kosmisk oscillation och upphéjde det till ett veten-
skapligt problem: varfér dessa svangningar, varfor sa
regelbundna? Néar han kommit hem och funnit att
smagnagarna dar inte oscillerade regelbundet kunde
problemet utvidgas med Och varfér bara i Arktis?
Alla dess fragor ar det som jag kallar Lammelgatan.

Smagnagarforskningen i falt gar till s att man na-
gon fix tid pa aret sdtter upp fallor och rdknar hur
manga man far, eventuellt ocksa kon och alder. Om
man samlar sina data fran samma plats fran ar till ar
blir det statistik 6ver en smagnagarpopulations stor-
lek. Sadana data finns fran Norge, Sverige och Fin-
land och fréan den japanska 6n Hokkaido. Detta utgor
kontrollmaterialet for alla uppstéllda teorier.

Litteraturen pa omradet dr enorm och har gatt i
vagor. Just nu dr det ganska lugnt. Det finns ett an-
tal forklaringar till de cykliska fenomenen men ingen
allmént omfattad. I Norge tror man pé en forklaring

*Foredrag i Matematiska Sallskapet, Lund, 28.2.07

! Charles Sutherland Elton (1900-1991) anses vara popula-
tionsekologins grundare. Periodic Fluctations in the Number of
Animals: Causes and Effects British Journal of Experimental
Biology (1924) red.anm

som har hittats pa av Seldal i Bergen. Han fann att
da sork édter sin foda mycket intensivt sa forsvarar
sig fodan genom att bli litet giftig genom nagon ke-
misk process. Detta tar en viss tid och detta forklarar
visserligen svingningarna, men det dr & andra sidan
svart att fa fram cykellingden. Andra har hittat mera
svavande forklaringar eller har pekat pa &n den ena
an den andra faktorn i smagnagarnas liv och leverne.
Man har bland annat framhéllit (och jag méaste tala
engelska hér) en delayed density dependence med en
vag betydelse om att man kan férutsdga en popula-
tions storlek fran ett ar till ett annat genom att mata
forekomsten.

Naturens kretslopp, i detta fall en vixlande fore-
komst av fisk i Tibern, véckte intresse i Italien om-
kring 1920. Matematikern Vito Volterra (1860-1940)
var intresserad av matematikens tillampningar och
skrev 1927 en lang artikel om differentialekvationer
som bland annat handlar om samspelet mellan tva
arter dér en av dem é&ter och lever pa den andra. Om
den ena arten har N medlemmar och den andre M
medlemmar s& beskriver differentialekvationerna

N/
M/

=aN +bNM
=cM+dMN

arternas gemensamma 6de. Har ar M, N ar funktio-
ner av tiden och a, b, c,d dr omsorgsfullt valda kon-
stanter. Talet a betyder tillvixten hos N och c till-
viaxten hos M och b, d hur starkt och i vilken riktning
de paverkar varandra. Genom val av dess konstanter
fick han l16sningskurvorna i M, N-planet att bli slutna
och ringformade. Precis s& som det ar hos smagna-
garna i Arktis. Samma ekvationer hittades &ven av
en amerikan, Lotka?, och det har lett till en attio-

2Alfred J. Lotka (1880-1949) ursprungligen fran Lemberg




arig anvindning av dem i ekologi. Ekvationerna har
inneburit en teoretisk framgang men de har medfort
svarigheter med det numeriska och forklaringskraften
ar begransad. Dessutom fordrar de fyra konstanter-
na manga uppgifter om bade dtare och féda utanfor
interaktionen.

Min ekologiske van Sam Erlinge holl kort fore se-
kelskiftet ett foredrag i Fysiografiska Sallskapet om
en nordisk-rysk expedition till Sibirien med uppgift
bland annat att studera den sibiriska ld&mmeln som
ar litet raskare dn den skandinaviska med en kortare
cykellangd pa omkring 3.5 ar. De sag en gang hur en
lammel som vagat sig upp i ljuset darrade av rads-
la for rovdjur. Efter foredraget fragade jag Sam om
det fanns en bra matematisk modell for lammelcy-
keln och han svarade nej. Detta lockade mig och jag
férsokte hitta en modell.

Jag borjade forst med differentialekvationer men
slutade snart eftersom det var svart att fa cykelling-
den att passa. Sa jag 6vergav de sma stegen och beslot
att gora en beradkning fran ar till ar och lata denna
galla dtarnas interaktion med fodan. Det skulle ske
sa att dtarna antas fa barn varje ar som blev vuxna
pa ett ar dessutom skulle vara s& manga att en viss
del normalt skulle d6 fore arets slut. Jag bestdmde
att rédkna dtare och foda i enheter sadana att varje
enhet dtare skulle i medeltal forbruka en enhet foda
per ar. Jag bestdmde att antalet enheter dtare F och
antalet enheter foda F skulle rdknas en gang varje ar.
I en foérsta approximation skulle de vara oférandrade.
Det blev borjan till féljande formler

E—FE+a(F—-F)
F—F-FE+C

som forutsiger hur F och F &ndras fran ar till ar.
Till hoger ater dtarna E enheter féda och ett ar-
ligt tillskott pa C' enheter kommer av vixtligheten.
Till vénster hénder ingenting d& F' = FE och &tarna
har precis s& mycket de behover for aret for att leva,
d6 och véxa till med nya. Talet a &dr en positiv kon-
stant. Den betyder att dtarna okar vid ett 6verskott
av féda och minskar vid ett underskott. Termen skall
alltsa betyda &verskott eller underskott av dtare per

(Lviv). Kand for Lotkas lag eller mazimum power principle
red.anm

enhet foda eftersom F — F kan betyda enheter f6-
da. Om a ar fédelsetalet per enhet dtare s kan man
siga att a(F — E) ar &r antalet 6verlevande ungar
fran fodelsedverskottet och motsvarande vid under-
skott. Medan fodelsetalet &r svart att méta i falt, be-
tyder den cykliska rorelsen att man ta medeltal, t.ex.
dtarnas genomsnittsalder L ar. D& fornyas en genom-
snittspopulation &tare efter L ar och alltsa tillkom-
mer en 1/L-tedel per ar, dvs genomsnittsfodelsetalet
ar 1/L och det tar vi som en definition av a. Jag fick
héra av min expert Sam Erlinge att en ldmmel le-
ver mellan 4 och 8 méanader sa att jag bestdmde att
a = 2. Aterstar matematiken.

Man ser att jamvikt i formlerna ovan betyder att
E = F = C och att iterationens banor kretsar kring
denna punkt. Infér man variablerna

r=FE-Ciy=F-C

som passar bra i matematiska séllskapet ser man att
iterationssteget blir homogent

x— (1—a)z+ay
y— —z+y

Nu fragar man sig hur ser iterationsbanorna ut? Det
kan man se genom att avbildningen ovan har en in-
variant kvadratisk form

Q(z,y) = 2% — azy + ay’.

Med papper och penna kan man verifiera detta sjalv
och dessutom visa att denna form &r definit preis da
0 < a < 4 vilket vi antar i fortséttningen. Da ser
man att iterationsbanorna ligger pa likformiga ellip-
ser med centrum i C,C. Om a > 4 blir banorna hy-
perblar och vi kan kanske tdnka oss grashoppor i stél-
let for smagnagare. Nu gar vi vidare med litet linjar

x l—a a
algebra. Med X = < y > och A = < 1 ),

kan iterationssteget skrivas i matrisform
X — AX

som kan upprepas genom att man tar potenser av
A, dvs X — A%2X, X — A3X osv. Vi ska nu beriikna
A’s egenvirden genom att ta determinanten av A—\J
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och riikna ut nollstillena. Den blir A2 — A\(2 —a) + 1.
Rétterna &r 1 —a/2=£... Mer behover vi inte rikna ef-
tersom rotterna ar konjugerade med produkten 1 och
alltsa ligger pa enhetscirkeln och har formen e diir
v = arccos(1 — a/2). (hér ser man varfér a < 4) och
cykelldngden ar 360/v. Hér kan vi sitta in laimmelns
a = 2 och far v = 90 grader och cykellangden 4 ar.
Sorken lever litet langre och far cykellingden 5 ar som
den ska vara. Vi kan nu vila oss efter att ha 16st halva
lammelgatan: Arktisk interaktion med fédan ger ratt
cykellangd.

Men nu ska vi gora en paus med den kanadensiska
snoskoharen som har tioarig cykellingd i sin interak-
tion med en stor katt, lo. Lons genomsnittliga livs-
langd, uppmétt av zoologer i Kanada, passar precis
denna cykellingd. Sambandet kan utlidsas av riken-
skaperna fran artonhundratalet hos The Hudson Bay
Company som anstéllde trappers som fangade lo och
hare. Men det finns en hake, ndmligen interaktionen
hare-féda. Men den kan inte vara viktig eftersom ha-
ren har latt att forflytta sig och foder sina ungar i
tillfalliga bon pa snén. Slut pa pausen.

Men inverkar inte de som &ater lammel pa cykel-
langden? Jo, litet grand. De &r vesslor, rédvar och den
stora lappugglan. Men de har mycket langre genom-
sittliga livslangder &n lammeln som ger sma virden
av a under 1 och inte inverkar ndmnvért. Dessutom
ar deras inverkan inrdknad i lammelns genomsnittli-
ga livslangd. Sa ar den saken ut virlden. Men Ark-
tis da? Utanfér Arktis i tempererade zoner finns inte
lammel men sork. Déar har de det gott jamfOrelsevis
och har inte den strénga interaktion med mat som i
gangarna i Arktis under langa vinterméanader. Och &ar
interaktionen svag sa blir cykeln ojamn. Ingen cykel
har heller observerats. Alltsa har vi hittat svaret pa
fragan Varfor bara i Arktis? Jo, bara dir domineras
smagnagarnas tillvaro av tillgdngen pa mat, dvs av
interaktionen med féda. Vi har alltsa 16st lemmelga-
tan.

Men: det finns andra l6sningar. I Norge tror man
péa Seldal och i Finland p& en annan professor. Vad
man tror och inte tror har blivit en politisk fraga. Sa
om var (min och er) 16sning inte blir trodd sa &r det
kanske inte en 16sning, bara en komplikation till av
lammelgatan som bara okar dess mystik.

Referens: Lars Garding Interactions driving the po-
pulation cycle of Arctic small rodents Polish Journal
of Ecology Vol. LIII No 4 2005. 579-584.




Christian Berg, formand

Beretning for 2007 om arbejdet i
Nationalkomiteen for matematik

New IMU Logo based on the
tight Borromean rings

Nationalkomiteen er bindeleddet mellem dansk matema-
tik og Den Internationale Matematiske Union (IMU) og
har i 2007 haft felgende sammenseetning: Henning Haahr
Andersen, Christian Berg (formand), Morten Brens, Hans
Christian Hansen, Mikael Rerdam (sekreteer), Michael So-
rensen og Bent Ursted.

Medlemskabet af de internationale faglige unioner
som IMU ligger formelt i Videnskabernes Selskab, som
nedseetter nationalkomiteer efter indstilling fra diverse
foreninger, bl.a. DMF. Det er planlagt at oprette hjemme-
sider for nationalkomiteerne og vi regner med at vores
komite f&r sin hjemmeside i lobet af forret.

IMU’s medlemslande er inddelt i 5 grupper I-V. Store
lande som USA og Frankrig er medlem i gruppe V, Dan-
mark og Finland er medlem i gruppe Il og Sverige i gruppe
IV. Tallet angiver hvor mange delegerede landet kan sende
til generalforsamlingen og dermed hvor mange stemmer
landet har. Kontingentets storrelse udregnes efter formlen
F(G)U, hvor G er gruppen, F(G) er en faktor og U er en en-
hed i Schweizer Franc. For 2008 er U=1455 CHF.Faktorerne
F(Q) er fastsat til F(I)=1, F(II)=2, men derefter er der en
progression F(III)=4, F(IV)=8, F(V)=12.

Iran og Korea er i 2007 rykket op fra gruppe II til
henholdsvis gruppe III og IV. Nationalkomiteen har
stemt for disse forslag. Efter afstemning i begyndelsen
af 2008 er Norge rykket op fra gruppe II til III, og det ma

give anledning til overvejelse om Danmark skal forblive
i gruppe Il eller soge om flytning til gruppe III. Det vil
i givet fald betyde en fordobling af vores kontingent fra
cirka DKK 13.500 i 2008 til 27.000. I gjeblikket deekkes
vores kontingent og en reekke andre naturvidenskabelige
fags kontingenter via en bevilling fra FNU til Videnska-
bernes Selskab, som serger for det praktiske. Det sund-
hedsvidenskabelige forskningsr?d har for et par ?r siden
besluttet ikke at betale kontingenter for medlemskab af
de internationale unioner, og overladt det til de faglige
miljeer.Hvis noget sddant ogsa sker i FNU, ma finansie-
ringen findes andetsteds. Det vil veere en ikke ubetydelig
udgift for DMF, hvis den skal patage sig opgaven.Derfor
skal vi teenke os godt om fer vi beslutter os til at soge om
opgradering. Der henvises til IMU’s hjemmeside, http:
/ /www.mathunion.org/for yderligere information om
medlemslandenes fordeling pa grupper.

I 2007 har IMU optaget Ecuador og Kyrgyzstan som
associerede medlemmer.Det betyder at de far informa-
tion om arbejdet i IMU, men betaler ikke kontingent og
harikke stemmeret.

Den naeste ICMI konference (International Commis-
sion on Mathematical Instruction) finder sted i Monterrey,
Mexico i juli 2008.Som forberedelse af ICMI’s generalfor-
samling i forbindelse med konferencen blev nationalkomi-
teerne af IMU bedt om at indstille kandidater til diverse
poster. Vi valgte at indstille Tine Wedege til ICMI’s nomi-
neringskomite, der som formand har Jeremy Kilpatrick,
USA. Der blev trukket lod blandt de indstillede fra natio-
nalkomiteerne. Valget faldt pd Attia Ashour, Egypten og
Evgenia Sendova, Bulgarien, s Tine kom desv?rre ikke
pé banen i denne omgang.Nomineringskomiteen har til
opgave at forberede valget af ICMI's kommende Executive
Committee.

En vesentlig del af IMU’s arbejde er planleegningen
af de internationale matematiker kongresser ICM (Inter-
national Congress of Mathematicians), der finder sted
hvert fjerde &r, og ved samme lejlighed afholdes IMU’s
generalforsamling. Som meddelt sidste ar finder neeste
ICM sted i 2010 i Hyderabad i Indien. Som led i plan-
leegningen af det videnskabelige program er Hendrik
Lenstra blevet formand for Program Committee. Han
skal sammen med en raekke chairmen for de forskellige
hovedomrader i gang med at overveje, hvem der skal
inviteres som foredragsholdere.
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En bro mellem forskning og skole
for voksnes matematiklaering

- et faelles nordisk projekt

af Projektgruppen ved Johan Forsell og Knud Segaard

Med As6 Vuxengymnasium, Stockholm som initiativ-
tager og projektkoordinator pabegyndtes i efterdret
2007 et Nordplus Voksen-projekt. Projektet, som beerer
navnet CORMEA (COnnecting Researchers and Mathe-
matics Education for Adults), skal bygge bro over kloften
mellem leerere i matematik og forskere i matematikkens
didaktik med fokus pa voksnes leering. Malet er at skabe
modesteder for leerere og forskere. Projektet afsluttes juli
2008, men gruppens klare hensigt er at generere et nyt
projekt baseret p& de indhestede erfaringer.

Nordisk samarbejde

Projektet er feelles nordisk med deltagende organisationer
fra Danmark, Norge og Sverige. Et bredt felt af erfaringer
er repreesenteret. De fleste arbejder med voksenuddan-
nelse mens andre er forskningsorienterede eller arbejder
pd nationalt plan med udvikling og koordinering af ud-
dannelser. Feelles for alle deltagere er en speciel interesse
for matematikundervisning for voksne, hvilket ikke pa
nogen made udelukker erfaringer fra andre uddannelses-
omrdder i matematik. Al erfaring med forsker- og leerer-
kontakter indenfor matematikuddannelsesomréadet har
projektets interesse.

Behovet for dialog mellem forskere og leerere

At der er behov for flere og mere aktive modesteder/
dialoger mellem matematikleerere og didaktikforskere er
projektets deltagere overbevist om. En artikel i Skolvarl-
den 29/8 2007 under rubrikken “Kan lirare och forskare g
varandra till motes?” fokuserer pa samme tema.

"Om lirare hade bittre koll pd forskning, skulle
det inte vara sd mdnga frilsningsliror i skolan.
Broarna mellan forskare och lirare behover bli fler.
Lérare som inte har tid att lisa forskningsrapporter.
Forskare som inte forskar om sddant som intresserar
liarare. Ibland framstills forskarna och ldrarna som tvd
liger. Kanske tjinar den bilden ingenting till. Men

sant dr att det bedrivs en massa forskning som inte ndr
lirarna...”

Alle som arbejder med matematikundervisning for
voksne ved, hvor kompleks og dynamisk leereprocessen
er og at ingen metode alene loser alle knuder. En mere
omfattende dialog mellem leerere og forskere ville kunne
bidrage med at belyse disse komplicerede processer pa
en frugtbar made. Deltagerne i projektet er overbevist
om, at flere broer mellem leerere og forskere vil veere en
berigelse for begge parter.

Gode matematikkundskaber er vigtige for at kunne
fungere godt i arbejdslivet. Mange voksne fornemmer,
at deres matematikkundskaber er mangelfulde og me-
der undertiden store vanskeligheder, nar de begynder
med matematikstudier i voksenuddannelsen. Det er en
udfordring for alle arrangerer af voksenuddannelse at
mede den studerende p4 rette niveau samt pa alle mader
at bidrage til et succesfuldt resultat. Dette forudseetter, at
leererne gives muligheder for at udvikle og uddybe deres
kompetencer. Et grundlag for en sddan uddybning kan
blandt andet veere en mere aktiv dialog mellem forskere
og de som praktiserer voksenuddannelse. Den matematik-
didaktiske forskning i Norden er under kraftig udvikling,
men dialogen mellem forskere og leerere opleves at veere
begraenset.

Kortlaegnings- og kontaktprojekt

Projektet har til formél at kortleegge allerede etablerede
kontakter mellem matematikleerere og forskere og forsk-
ningsresultater samt at belyse behov og udviklingsmu-
ligheder i forbindelse med disse kontakter. Hvordan
formidles de didaktiske forskningsresultater, og hvordan
bliver de til gavn for den studerende? Hvordan kan lee-
rere, som mgder matematikunderisningens komplekse (og
stimulerende) daglige problemer, gives mulighed for at
udpege interessante og nedvendige forskningsomrader?
Forhabentligt kan projektdeltagerne skitsere modeller for,
hvordan fremtidige medesteder kan se ud samt generere
et udviklingsprojekt med fokus pa disse spergsmal.

I alle tre deltagende lande Danmark, Norge og Sverige
gelder, at matematiklaerere som regel har et stort behov



for kompetenceudviklende aktiviteter. Sddanne eksisterer
og handler ofte om at leerere deler ud af deres erfaringer,
eller at et forlag eller en virksomhed informerer om sine
bager og produkter. Leerernes efteruddannelse handler i
for ringe omfang om kommunikationen mellem leerere
og forskere. Dette burde veere et nogleomradde for ud-
vikling, hvis matematikundervisningen for voksne skal
forbedres.

Farste treef mellem projektdeltagerne var i Kebenhavn
pa Danmarks Peedagogiske Universitetsskole (DPU) i slut-
ningen af august 2007. Her blev retningslinierne for det
etdrige projekt tegnet.

Websted og sporgeskema

For at kunne gennemfore kortleegningen og for at sa
mange som muligt kan felge med og deltage aktivt
har projektet sit websted http:/ /www.cormea.org. Her
findes bl.a. artikler og referencer vedrerende voksnes
matematikleering, yderligere information om projektet
og aktivitetskalender.

Et andet nogleveerktoj i kortleegningen er et sporge-
skema. Via dette forseger projektet at nd ud til s mange
interessenter som muligt. Spergeskemaet kortleegger
kontaktfladen mellem forskere og leerere i voksenud-
dannelsen. Hvad er erfaringerne, og hvad er behovene?
Spergeskemaet, som henvender sig bdde til forskere og
leerere, kan besvares online pd hjemmesiden. Samme sted
vil det samlede resultat af undersegelsen kunne laeses.

Gennemforte og kommende aktiviteter

Projektet blev praesenteret pd MADIF 6 (6. matematikdi-
daktiske forskningsseminar) i Stockholm 30. januar 2008
samt i forbindelse med to seminarer pa Matematikbien-
nalen i Stockholm 1. februar 2008. I et af disse seminarer
inviterede projektgruppen til diskussion om dialogen mel-
lem forskere og leerere under temaet "Ut med didaktik-
ken!”. Det gav udbytterige diskussioner og nye kontakter.
Udover at preesentere CORMEA projektet i forbindelse
med konferencer samt i relevante medier og tidsskrifter,vil
der blive etableret direkte kontakt med interesserede lee-
rere og forskere.

Nogle af projektdeltagerne ved det forste traef pd DPU i Kebenhavn

Indbydelse til seminar i Oslo

Som et vigtigt led i at nd projektets malseetning afholdes
et seminar i Oslo den 5. juni 2008. Indbudte nordiske
forskere /udviklingspersoner afholder workshops for
matematikleerere. Vi hdber, at disse workshops vil fore til,
at en raekke oplagte forskningsomrader kan specificeres og
dermed danne grundlag for en videreforelse at CORMEA
som et udviklingsprojekt. Vi satser endvidere pa at fd nye
kontakter og personer, som vil hjeelpe med til at sprede
erfaringerne eller som vil veere aktorer i det kommende
udviklingsprojekt. Vi hdber, at netop du har mulighed for
at komme til Oslo. Brug projektets hjemmeside og hold
dig opdateret om programmet.

Projektdeltagerne ser frem til en spaeendende afslutning
for projektet med mange nye kontakter. Projektgruppen
héber pd, at mange interesserede (udbydere af voksenun-
dervisning, leerere, skoleledere og forskere) vil deltage og
aktivt bidrage til kortleegningen og til at udvikle den sa
nedvendige dialog.
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Selberg i Normat

af Ulf Persson

Hosten 2005 intervjuade tva norska matem-
atiker - Nils A. Baas och Christian F. Skau fran
Trondheim- Atle Selberg i dennes kontor i Fuld
Hall, Princeton!. Intervjuerna skedde vid tva
olika tillfallen, vid det forsta togs intervjun upp
pa band, vid det senare videofilmades det hela.
Totalt ror det sig om cirka tolv timmars upp-
tagning. Delar av videoupptagningen har bildat
underlaget for en dokumentdr om Selberg som
under hosten 2007 visades pa norsk television.

I denna intervju ger Selberg sin egen version
pa den konflikt han hade med Erddés i samband
med det elementira beviset for primtalssatsen
sommaren 19482 ven om intresset for denna pri-
oritetskonflikt ma ha mattats nagot med aren,
(det elementéra beviset visade sig indte vara det
genombrott det vid den tiden férmodades vara),
ar det fortfarande historiskt intressant. Ryk-
ten om denna kontrovers har sedan lange varit
i omlopp och kan numera aven aterfinnas i de
populdrmatematiska bocker som pa senare ar
publicerats?.

Men Selberg talar om mycket annat, inte bara
om andra matematiska resultat utan dven om

Selberg

sitt liv och ger manga intressanta och klart for-
mulerade synpunkter om bade det ena och det
andra. Intervjun har karaktéren av en lang
monolog ty de bagge intervjuarna har varit yt-
terst obendgna att bryta det naturliga flodet.
Intervjun ar att se som Selbergs testamente till
eftervarlden. Det ar givet att mycket av detta ar
hogintressant, speciellt for skandinaviska matem-
atiker och bor komma till allinn kannedom,
vilket ocksa var Selbergs ambition. Publicering
av stora delar av materialet ar darmed angelaget.
Pa grund av att det dels ror sig om en tran-
skribering av ett talat sprak, dels om den vind-
lande gangen av en monolog kommer en relativt
strang redigering att vara av noden, dock utan
att i mojligaste man inkrankta pa Selbergs egna
ord.

Man skall aldrig salja skinnet forran bjornen ar
skjuten, men jag ar personligen ganska overtygad
om att Normats lasare skall snart kunna ta del av
innehallet i intervjuerna, forhoppningsvis dven
kompletterade med artiklar med anknytning till
Selbergs matematik. Denna notis ar saledes
avsedd att i tillagg till dess informationsvarde
aven utgora reklam for att locka nya lésare (och
prenumeranter) till Normat.

*Sedan 1 januari 2007 huvudredaktor for Normat

IDetta kontor i Institutets huvudbyggnad tillhérde ur-
sprungligen von Neumann, men &vertogs av Selberg vid
den forres dod 1957.

2Elementért i den meningen att inga tekniker fran
Komplex Analys utnyttjades. Det férsta beviset for prim-
talssatsen presenterades som bekant av Hadamard och
de Vallé Poussin ett halvsekel tidigare - 1896. Atle Sel-
berg erholl Fields-medaljen i Cambridge (MA) ett par ar
senare, delvis motiverat av hans elementira bevis, och
Erdos fick ungefar samtidigt Cole-priset for sin insats.

3Sautoy presenterar en relativt objektiv skildring i sin
"The Music of the Primes’, medan Schechter i sin bok "My
brain is open’ tar mera oférbehéallsamt parti for Erdos.
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BASE - et kursus i matematisk
modellering pa den naturvidenskabelige
basisuddannelse ved RUC

af Morten Blomhej og Tinne Hoff Kjeldsen,
NSM, IMFUFA, RUC

1. Baggrund, organisering og evalueringskrav

BASE-kurset er et grundkursus i matematisk model-
lering ved RUC’s naturvidenskabelige basisuddan-
nelse (Nat-Bas). Formélet med kurset er at kvalificere
de studerende til overbygningsstudier, hvor matematik
anvendes integreret i modellering og databehandling bl.a.
i forbindelse med eksperimentelt arbejde. Hovedparten af
de studerende pa BASE-kurset planleegger at leese andre
fag end matematik og fysik i deres bachelor, og kurset er
klart mélrettet studerende med interesser inden for det
biologiske omrade.

Kurset er en integreret del af ”plottet” med RUC’s
naturvidenskabelige basisuddannelse. I hvert af basis-
uddannelsens fire semestre gennemforer de studerende
i grupper af 4-6 personer et problemorienteret projektar-
bejde, som udger halvdelen af arbejdsbelastningen i et
semester. Den anden halvdel bruges pé to kurser. I labet af
Nat-Bas skal man gennemfere mindst to matematikkurser
og BASE, der er et dobbeltkursus, er her det naturlige
valg for mange studerende. I mindst et af en studerendes
fire projekter pd Nat-Bas skal der indga eksperimentalt
arbejde. Projekterne i de forste tre semestre er underlagt
semesterbindinger, der sikrer belysning af naturvidenskab
fra forskellige vinkler. I daglig tale hedder semesterbin-
dingerne med, i og om — naturvidenskab, hvor med drejer sig
om anvendelser af naturvidenskab i samfund og teknik,
i handler om indre naturvidenskab, hvor det er samspil-
let mellem model, teori og eksperiment, der skal belyses,
mens det i tredje semester er om- eller meta-aspekter af
naturvidenskab, der skal underseges.

Matematiske modeller spiller en veaesentlig rolle i pro-
jektarbejdet, men erfaringerne viser, at de studerende, pa
trods af god forstaelse af modellerne og deres relation til
den problemstilling de arbejder med, og pa trods af at de
har de nedvendige tekniske matematiske forudsaetninger,
som oftest ikke er i stand til selv at bruge matematik til
at opstille og analysere matematiske modeller. Disse og
andre lignende erfaringer fra overbygningsstudier, hvor
matematiske modeller indgdr i anvendelser og teori-
opbygning, tyder pd at modelleringskompetence, altsa
kompetence til matematisk modellering og brug af ma-
tematiske modeller, ikke udvikles automatisk ved at leere
matematik. For at imgdega dette problem og for derved
at oge kvaliteten i projektarbejdet inden for modeller og
modellering begyndte vi for snart ti &r siden udviklingen
af BASE.

BASE-kurset, som det foreligger i dag, er designet til at
varetage folgende tre formal:

1. At vise, at matematisk modellering er relevant, ofte
uundveerlig, i studie og anvendelse af teori i natur-
videnskaberne, og derved oge de studerendes veerd-
seettelse af matematik og motivere dem til at leere
matematik og modellering.

2. At stptte de studerendes konstruktion af vigtige og
fundamentale matematiske begreber og metoder knyt-
tet til differential- og integralregningen, differential-
ligninger og systemer af differentialligninger.

EEEE



3. At bidrage til udviklingen af de studerendes model-
leringskompetence ved at gore dem i stand til selv-
steendigt at opstille, analysere og kritisere matematiske
modeller inden for det naturvidenskabelige omrade.

I denne artikel ser vi specielt pa (2) og viser et eksempel
pa, hvordan de studerende kan {3 stotte til forstaelse af
centrale faglige begreber ved at arbejde med analyse af
differentialligningsmodeller. (1) og (3) tilgodeses i hgj
grad gennem samspil med semester-projekterne, hvor
de studerende kan komme til at arbejde med hele model-
leringsprocessen under et mere holistisk perspektiv.

Kursets matematiske emner omfatter linezer regres-
sion, datatransformation, differential- og integralregning,
kompartmentsmodellering, ordineere differentialligninger
og systemer af differentialligninger. Alle emner behandles
og fortolkes gennem arbejdet med matematisk modelle-
ring, og de indledende emner tjener som forudseetning for
opstilling og analyse af modeller for dynamiske systemer
vha. differentialligningssystemer i den sidste halvdel af
kurset. Der anvendes bade analytiske og numeriske meto-
der, og programmet MatLab er en integreret del af kurset,
se kursusnoterne (Blomhgj, Kjeldsen og Ottesen, 2005).

Selve undervisningen foregar i hold af 25-40 stude-
rende (et hold per overgang) og omfatter 48 kursusgange
af 2.5 time fordelt med to kursusgange per uge over to se-
mestre. Kurset er opbygget omkring 6 mini-projekter, der
udfores i grupper af 2-4 studerende. Hvert mini-projekt
lober over 2-3 uger, og der afseettes typisk svarende til 1%2
kursusgang til vejledning af og arbejde med mini-projek-
terne. Hver gruppe kan vaelge mellem 2-3 problemstillin-
ger til hvert mini-projekt. Sammenseetningen af grupperne
varierer fra mini-projekt til mini-projekt, da de studerende
ofte veelger mini-projekt efter interesse. Grupperne udar-
bejder rapporter af typisk 15 sider for hvert mini-projekt
og fremleegger nogle af dem til diskussion i plenum eller
over for en anden gruppe.

Kravene for at bestd kurset er (1) rettidigt afleverede
grupperapporter over alle miniprojekterne. Er grupperap-
porterne ikke tilfredsstillende, far de studerende mulighed
for at aflevere en forbedret udgave efter neermere aftale
med kursusleereren. (2) Udarbejdelse af en portefelje med
skriftlige opgaver. I hvert semester svarer portefeljemap-
pen til 4-5 individuelle opgaveseet med mindre matema-
tiserings- og modelleringsopgaver. (3) Gennemforelse
med et tilfredsstillende resultat af en individuel skriftlig
test i midten af hvert semester. (4) Gennemforelse af en
individuel mundtlig prove med et tilfredsstillende re-
sultat ved afslutningen af hvert semester. Proven tager
enten udgangspunkt i den studerendes portefeljemappe
eller i et af de tre mini-projekter, den studerende har la-
vet i semesteret. Valget foregdr ved lodtraekning. Der er
20 minutters forberedelse og selve preoven tager ca. 20
minutter. De seneste fem dr er gennemforelsesprocenten
pa 75-80 %.

2. Mini-projekterne og deres relation til
modelleringsprocessen

De problemstillinger, de studerende arbejder med i mini-
projekterne, veelges for langt de flestes vedkommende fra
et katalog — haefte — der indgar i kursusmaterialet, men de

studerende kan ogsa selv foresld problemstillinger — evt.
med relation til igangveerende eller tidligere semester-
projekter. Problemstillingerne er alle formuleret som et
overordnet problem, som f.eks.:

Hvor gammel er jorden?

10=44 kampagnen — passer det?

Hvor mange arter er der plads til pa en ?

Hvordan vil skarvbestanden i Dk udvikle sig?

Hvordan udvikler verdensbefolkningen sig?

Hvor stor bliver en regndrabe og hvor hurtigt falder

den?

Hvad er systemet i planetsystemet?

Hvad styrer en enzymreaktion?

Hvordan skal astmamedicin doseres?

0. Hvordan skal stralebehandling af cancersvulster do-

seres?

11. Hvordan skal pankuron doseres under en opera-
tion?

12. Hvad styrer dynamikken mellem rovdyr og bytte-
dyr?

13. Hvorfor er det ikke alle, der far influenza?

14. Hvad styrer forekomsten af gonorré?

15. Hvad styrer udbrud af knopormepest?
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Udover den overordnede problemstilling er der en intro-
ducerende tekst, der forklarer baggrunden og konteksten
for problemstillingen, samt i langt de fleste mini-projek-
ter nogle autentiske data vedrerende problemstillingen.
Kravene til mini-projekterne er angivet i meget generel
form, der inviterer de studerende til at vaere med til at
definere ambitionsniveauet. Derudover er der i hvert
mini-projektopleeg formuleret en samling vink og
opgaver/sporgsmadl, der forventes belyst i rapporten, og
som dermed indikerer den indholdsmeessige forventning
til omfanget af besvarelsen.

Problemstillingerne til mini-projekterne er udarbejdet
leende, og jagten pd gode problemstillinger fortseetter.
Kriterierne er, at de skal veere genkendelige eller umid-
delbart forstdelige for de studerende, at de skal give plads
til, at de studerende selv kan modellere, at de skal veere
autentiske (lees: af interesse uden for matematikunder-
visning) og helst indeholde autentiske data, at de skal
give mulighed for interessante (kontra intuitive) resul-
tater eller nye indsigter, veere abne over for kritik, og at
de til sammen skal bidrage til at tegne et repreesentativt
billede af anvendelsen af matematiske modeller i de na-
turvidenskabelige fag inden for de matematiske emner
kursets behandler.

Som et nedvendigt krav skal problemstillingerne
udfordre de studerende til at arbejde med de indre dele
af modelleringsprocessen, det vil sige processerne (c),
(d) og (e) i modelleringsprocessen (se figur 1) (Blomhgj,
2006, s. 88).

3. Eksempler pa de studerendes arbejde

Vores udviklingsarbejde har veeret tet knyttet til den
konkrete tilretteleeggelse af undervisningen pa kurset,
pedagogiske observationer af de studerendes arbejde,
vurdering af de studerendes udbytte af kurset, samt de
studerendes evaluering af kurset. De peedagogiske ob-



Figur 1: Model af modelleringsprocessein.

Objekt
() Validering (a) Problemformulering
Handling/erkendelse i Undersogelsesdomane
(e) Fortolkning og evaluering (b) Systematisering
Data Teori
Modelresultater System
Erfaring

(d) Matematisk analyse

servationer har i seerlig grad fundet sted under mini-pro-
jektforlebne. Gennem dialoger med grupperne og enkelte
studerende har vi pé den ene side féet en dybere indsigt
i de studerendes forstaelse af de matematiske begreber,
der indgdr i arbejdet med problemstillingerne, og pa den
anden side bevidst udfordret deres begrebsforstielse
gennem indgribende spergsmal til deres modellerings-
arbejde. Denne del af vores arbejde har fort til, at vi bl.a.
har designet og analyseret mini-projektproblemstillinger
ud fra deres potentiale til at udfordre og ege studerendes
forstdelse af centrale matematiske begreber.

Igennem modelleringsaktiviteter kan de studerende, i
leeringsprocessen, skabe forbindelser mellem deres erfa-
ringer og viden fra andre omrader og den matematik, der
indgar i den konkrete modelleringsaktivitet. Det er qua
modelleringskonteksten, at de studerendes begrebsforsta-
else udfordres, idet de studerende i modelleringsproces-
sen udfordres til at bruge nye sider af deres matematiske
begreber og til at bringe dem i spil ud fra nye perspek-
tiver og i nye situationer. Det ser ud til, at studerendes
kontekstualiserede refleksioner i sdidanne modellerings-
situationer spiller en vaesentlig faktor for realiseringen af
leeringspotentialer ved matematisk modellering i forhold
til forstdelse af matematiske begreber.

I det folgende illustrerer vi, hvordan modelleringsak-
tiviteter kan stotte de studerendes konstruktion af vigtige
matematiske begreber og metoder knyttet til analyse af
systemer af to koblede ordineere differentialligninger. Det
drejer sig om faseplansanalyse som metode til kvalita-
tiv undersogelse af differentialligningssystemer og om
begreberne banekurven og begyndelsesveerdiproblem,
nulheeldningskurver og ligevaegtslosning. Eksemplet
er modellering af dynamikken mellem en rovdyr- og en
byttedyrspopulation med udgangspunkt i den klassiske
Lotka-Volterra model.

De studerende far opgivet Lotka-Volterra modellen:

x'= ax - bxy

Y'=—cy+dxy

(c) Matematisering

Matematisk system

hvor x(t) og y(t) angiver henholdsvis antallet af bytte- og
rovdyr til tiden ¢, og hvor 4, b, c og d er positive konstan-
ter.

Forste udfordring er at redegere for forudseetningerne
for opstillingen af modellen. Som hjeelp hertil opfordres
de studerende til at tegne et kompartmentdiagram for
systemet af de to koblede differentialligninger. De har
flere gange tidligere benyttet kompartmentdiagrammer
til opbygning af differentialligningsmodeller — fortrinsvis
linezer modeller. I denne sammenheeng er der altsa tale
om, at de studerende skal ga “bagleens” i processen og
lezese mening ind i ligningerne ved at identificere ”ind-
og udflow” fra to “kompartments”, der beskriver hen-
holdsvis sterrelsen af bytte- og rovdyrpopulationen. Det
er i ovrigt ikke helt uproblematisk for alle studerende at
erkende, at der ikke er tale om et flow af individer fra
byttedyrspopulation ind i rovdyrpopulationen, men om
at storrelsen af den ene population pavirker henholdsvis
ud- og indflow af den anden population. Samtidig giver
dette arbejde anledning til diskussion i grupperne om
fortolkningen af de indgdende konstanter. For eksempel
kreever det lidt overvejelse at erkende, at a og ~ ¢ skal
fortolkes som konstante “netto-fodselsrater”, der sd kan
antages at veere positiv for byttedyrene og negativ for
rovdyrene.

Det er som regel forst i denne proces, at de studerende
bliver klar over, at der er tale om en ikke-lineaer model. De
kan se af deres diagram - evt. med hjeelp fra et sporgsmal
fra leereren - at f.eks. udflow fra byttedyrene afhaenger
bade af x og y. Efter at have faet hul pa diskussionen kan
de fleste grupper nd frem til en stort set udtemmende
liste over biologiske forudseetninger, der skal veere opfyldt
for at nd frem til Lotka-Volterra modellen. Det kommer
ofte frem som en overraskelse for grupperne under dette
arbejde, at det forhold, at parametrene er konstante, bety-
der, at systemets tilstand (i modellen) er entydigt fastlagt
ved storrelsen af x og y (en begyndelsestilstand), og at
differentialligningerne determinerer systemets udvikling
entydigt til evig tid. Sddanne overvejelser begrunder ogsa,

Tl




at man kan interessere sig for at afbilde lesninger til dif-
ferentialligningssystemet i faseplanen.

Efter at have arbejdet med forudsetningerne for mo-
dellen bliver de studerende udfordret til at lose lignin-
gerne numerisk for givne parameterveerdier og forskellige
begyndelsesbetingelser. Det foregéar ved hjelp af MatLab,
og det er relativt uproblematisk for de fleste grupper at
producere lgsningskurver som gengivet i figur 2a. Grup-
perne kan som regel ogsa godt fa tegnet banekurven for
en lgsning i faseplanen, men det betyder imidlertid ikke
nedvendigvis, at de enkelte studerende forstdr sammen-
haengen mellem de to grafiske repreesentationer. Banekur-
ven bliver tegnet i MatLab, i et glimt efter at losningen er
beregnet, sa de studerende ser sdledes ikke det tidslige
forleb i tegneprocessen. Dette forhold bruger vi ofte til at
udfordre de studerende til at beskrive det tidslige forleb
i faseplanen og forklare sammenhaengen mellem de to
diagrammer, de selv har frembragt. Ogsa i denne sam-
menheeng refererer grupperne typisk til den biologiske
kontekst. “Vi startede i (10,4). Forst vokser byttedyrene
fordi, der ikke er ret mange rovdyr. Dvs. vi beveeger os
ud ad x-retningen, indtil der kommer sa mange byttedyr
at rovdyrene begynder at vokse”.
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Figur 2: (a) Viser udsnit af en losning (x(t),y(t)) til Lotka-
Volterra modellen med begyndelsespunktet (10,5). (b) Fase-
portraet af samme model med banekurver for losningen i (a)
samt af en losning svarende til begyndelsespunktet (40,10).
Nulhaldningskurverne og det ikke-trivielle ligevaegtspunkt er
indtegnet.

I det videre arbejde bliver de studerende bedt om at finde
ligeveegtspunkter for differentialligningssystemet. Det
kan de gore relativt nemt analytisk baseret pa tidligere
erfaringer, og x'(1)=0 og 1'(1) =0 kan ydermere loses
separat i dette tilfeelde. Ofte overser grupperne imidlertid
(0,0) som et ligevaegtspunkt. Ogsd her er den biologiske
kontekst en stotte til fortolkning af ligningerne: ”Hvis der
hverken er byttedyr eller rovdyr, hvad sker der s&?” og
“Hvis der kun er byttedyr eller kun rovdyr?”

Selv nar grupperne har fundet ligevaegtspunkter er det
som oftes ikke helt simpelt for dem at fa repraesenteret
den information i faseplanen. Nulhaldningskurverne
bliver indtegnet, men ofte byttes om pa x'=00g »'=0
, og her er konteksten igen et godt grundlag, hvorpa de
studerende kan kontrollere deres forstdelse: “Hvad er det,

der er konstant, nar banekurven har henholdsvis lodret
og vandret tangent?”

Naér grupperne har tegnet banekurver for forskellige
begyndelsespunkter som f.eks. vist i figur 2b, er de ofte
meget modtagelige for og interessereti at diskutere, hvad
et sddan modelresultat egentlig kan bruges til, ndr nu mo-
dellen bygger pa en lang raekke biologiske forudseetninger,
som typisk ikke er opfyldti virkelige biologiske systemer.
Modellen er imidlertid en fin illustration af, at kendskab
til et systems grundleeggende dynamik kan give en helt
anden indgang til regulering af systemet. Hvis man en-
sker at undga store udsving i systemet, skal man prove at
bringe systemet teettere pd en stabil ligeveegtstilstand.

Problemstillingen fortseetter med udfordringer til at
udbygge modellen med ”en befiskningsparameter” og
til at modificere differentialligningen for byttedyrene
sdledes, at populationen vokser logistisk i stedet for
eksponentielt ved fraveer af rovdyr. Det giver anledning
til en ny faseplansanalyse og et nyt ligeveegtspunkt, der
er tiltraekkende stabilt. Herved bliver der mulighed for
at styrke grundlaget for de studerendes forstaelse af de
centrale matematiske begreber.

4. Erfaringer fra afholdelse af BASE-kurset

Gennem lgbende evalueringer og diskussioner kursus-
leererne imellem har vi efterhdnden fiet udviklet ram-
merne om kurset og vores undervisningspraksis saledes,
at de studerende, der bestar kurset, faktisk udvikler en
modelleringskompetence, der bringer dem i stand til at
opstille, analysere og kritisere matematiske modeller in-
den for kursets omrade. Dette viser sig allerede for nogle
studerende i anden halvdel af kurset i forbindelse med
deres 2. semesterprojekter, hvor matematisk modeller og
modellering ofte indgar centralt.

Vi har erfaret, at mini-projekterne er det element i kur-
set, der har storst betydning for de studerendes udbytte.
Mini-projekterne udfordrer de studerende til selvsteendig
modellering, hvilket sjeeldent kommer pé banen i mere
traditionel anvendelsesorienterede opgaveregning. Det er
i seerlig grad gennem modelleringsarbejdet, at de stude-
rendes forstaelse af centrale matematiske begreber bliver
udfordret og udviklet, og det er ogsa i dette arbejde, at
de studerendes forstdelsesvanskeligheder kommer op
til overfladen. Dette geelder iseer ndr de studerende skal
anvende matematik i (c) — (e) i modelleringsprocessen (se
figur 1). Netop derfor er det en veesentlig pointe i BASE-
kurset, at de studerende arbejder med disse processer i
forbindelse med mange forskellige problemstillinger.

Det er imidlertid en afgerende forudseetning for, at
mini-projekter fungerer didaktisk, at de studerende har
forstdet og accepteret kursets formal. Formalet er at ud-
vikle matematisk modelleringskompetence, og man kan
teenke pd arbejdet med mini-projekterne som en forste ap-
proksimation heraf. Men det er ikke trivielt at bibringe de
studerende en sddan forstaelse. Seerligt i starten af kurset,
bruger vi sdledes megen tid pa at tale med de studerende
om, hvad matematisk modellering er, og hvordan de en-
kelte bestanddele af kurset kan bidrage til kursets for-
mal. Samtidig fremhaeever vi ved hver en given lejlighed,
hvordan modelleringskonteksten kan give mening til de
matematiske begreber og stotte begrebsforstdelsen.



I denne sammenhaeng er det en veesentlig pointe ved
mini-projekterne, at de giver mulighed for differentiering.
Vi ser ofte rapporter over samme problemstilling, som va-
rierer meget i tilgang og matematisk sveerhedsgrad. Mini-
projekterne giver mulighed for at stette de studerendes
begrebsforstaelse pa mange forskellige niveauer, og det
ser vi som en didaktisk pointe ved denne organisering.

I forhold til kursets formaél er det vigtigt, at de stu-
derende oplever mini-projekterne som autentiske i den
forstand, at de forekommer relevante og interessante, og
at de reekker ud over det matematikfaglige indhold. For
mange studerendes motivation og arbejdsindsats spiller
mini-projekterne en vesentlig rolle. Det, at der i hvert
mini-projekt er en overordnet problemstilling, der seetter
rammerne for arbejdet, og ikke blot en samling af mere
eller mindre losrevne opgaver, er afgerende i denne
sammenheng. De studerende opererer ikke i forhold til
en “er det godt nok”-taktik, men tager selv vurderings-
ansvaret pd sig. Det er “godt nok”, nar de foler, at de
vil veere i stand til at give en udtemmende besvarelse af
problemstillingen til den individuelle mundtlige evalu-
ering. Det er naturligvis et subjektivt kriterium, hvor vi
som kursusleerere definerer den nedre greense gennem
vores godkendelse/ikke-godkendelse af rapporterne. I
den sammenheng fungerer de individuelle mundtlige
prover efter hvert semester godt, idet de giver en hen-
sigtsmeessig tilbagevirkning pd engagementet i arbejdet
med mini-projekterne.

Leringspotentialerne ved matematisk modellering i
forhold til forstdelse af matematiske begreber realiseres
ikke automatisk. Fra vores egen undervisningspraksis
har vi erfaret, at det er essentielt at udfordre de stude-
rende til at reflektere over deres matematiske forstaelse
af de relevante begreber i selve modelleringsaktiviteten.
Disse refleksioner kan ikke styres eller “tvinges” ind i de
studerendes arbejde gennem eksplicit formulerede krav
i opleeggene til mini-projekterne. Her er der en hérfin
balance mellem udfordringerne i projektopleeggene og
interaktionen med de studerende under gruppearbejdet.
Forseges disse refleksioner skrevet ind i oplegget, sker
der ofte det, at problemstillingen temmes for udfordrin-

Fiqur 3: Studerende fra BASE-kurset
fordybet i arbejdet med mini-projektet om
dynamikken i rovdyr- byttedyrssystemer.

ger og bliver til “gore”-opgaver. Pa
den anden side er det vigtigt, at man
som leerer er opmeerksom pa, hvorndr
i gruppens arbejde sadanne leerings-
potentialer er til stede og at veere
forberedt pa at udfordre og stotte de
studerendes refleksioner i situationen.
En stor del af udviklingen af vores
egen undervisningspraksis pa kurset
har veeret, og er fortsat, at identificere
sadanne leeringspotentialer i de forskel-
lige mini-projekter og forberede os p4,
hvordan vi vil udfordre de studerende
i situationen.

Noter:

1) BASE er udviklet og kursusnoterne skrevet af Morten Blom-
hej, Tinne Hoff Kjeldsen og Johnny Ottesen (2005), IMFUFA.
For uddybning af historien bag udviklingsarbejdet se (Blomhgj,
Jensen, Kjeldsen og Ottesen, 2001).

2) Denne problemstilling er analyseret i detalje i forhold til
integralbegrebet i (Blomhgj og Kjeldsen, 2007) og i forhold til
systemer af to koblede lineare differentialligninger i (Blomhej
og Hejgaard Jensen, 2003).
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Opgaverne i sidste nr. var ren nostalgi; et
st studentereksamensopgaver fra tiden fgr Kri-
stensen og Rindung, in casu sattet fra 1961.
Problemklubben “Con Amore” har veeret sa

venlig at give en smuk og udferlig lgsning, som
er ret omfattende. Jeg veelger derfor at bringe
et eksempel her, mens hele historien findes pa
hjemmesiden:

http://www.matilde.mathematics.dk /arkiv/
M34 /conamore.pdf

NYE OPGAVER

Firkantet

A C B

Lad C veere et vilkarligt punkt pa liniestyk-
ket AB mellem A og B, og tegn halvcirkler til
samme side over diametrene AB, AC og CB.
Lad D veere det punkt pa halvcirklen AB, der
har C'D vinkelret pa AB, og lad E'F vere fal-
lestangenten til de to sma halvcirkler.

Vis, at ECF'D er et rektangel.

Trekantet

En trekant er tegnet pa ternet papir, sa alle
tre hjgrner er i skeeringspunkter (punkter med
heltallige koordinater). Lad nu r vaere antallet
af skeeringspunkter pa randen og i antallet af
skaeringspunkter i det indre af trekanten. Vis,
at arealet af trekanten er

i+%r—1

Eksponentielt

Nar man far at vide, at tallet 229 er 9—cifret,
og at de 9 cifre alle er forskellige, kan man sa
uden at udregne tallet bestemme, hvilket ciffer

der mangler?

Kvadratisk

n er et helt tal, sa 2n + 1 er et kvadrattal.
Vis, n + 1 er sum af to sukcessive kvadrattal.

Trekantet

B D C
Trekanten AABC' er ligebenet med AB =
AC, D er midtpunktet pa BC, FE pa AC er
det punkt, hvor ED er vinkelret pa AC og F
er midtpunktet af DFE.
Vis, at AF star vinkelret pa BE.

Heltalligt

Givet et naturligt tal, n, bestem antallet af
firszet, (a,b,c,d),saat 0 <a<b<c<d<n.

Polynomielt

Lad a, b og ¢ veere ulige, hele tal. Vis, at
ligningen
axr+br+c=0

ikke kan have en rational rod.
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CON AMORE PROBLEMGRUPPE 4. JW 2008 .

1. ABCD er et rektangel, hvori siden AB =
a og siden BC = 2a. P er et punkt pa siden 5“
AB. Linien gennem P parallel med diagonalen D C
BD skerer siden AD i punktet Q. Cirklen
med A som centrum og AP som radius skeerer
cirklen over AB som diameter i punkterne H )
og K. S er skeeringspunktet mellem linien HK 1 S
og linien gennem () parallel med AB.

Bestem det geometriske sted for S, ndr P
gennemlgber siden AB.

Angiv art og beliggenhed af det fundne geo-
metriske sted.

Vi WAfprec b cebalelen
Lw'oraunaks«aﬂm wiek h"”h’ >

- B x
delsea pymich— A A, B pd dew A
poskive AR af x-aksen oy 2
D (,f\ dun pasn'kvc, 2L af

ﬂalm Da e A=(0,0) ,
B= (alo))c‘ Cq,Za) “q |
D= (0,2a) . Lak Tvere (£,0) (wor 08t ¢ &) 5 da TR 2c parallel
med AD , Qs(o,lé))og {iwien £ gemnom. QR paalled wed
AB hag JZAﬂrW\‘M?uA |a= 2{; ’ )
Do airkel | dec hax Comdum A A%%M q&MWT, hae

)&W% xziﬂa”: tz) ) odviden med AB sow diawmeter hat
Hgimaem (F'%)z+t32 = () e xry?s ax o Liview -



-2-
erkuxus swu.r»(wmwu -l-\a:)K hai oo
&WW APz ax  ellec w-—i.

Da S & skaringepumidek w-buulﬂltzm hat Lo
lacve W, W“M%wwv(-nske M-GWS‘DMW

{}W%“W t? <

X= < 13"2{, ,0¢tsa,
C't“)viéﬂ,a,l ba“ouxaanlmbsuwd-&,oaaﬁd«pt&c
pEXxsa oy oébé?.a- Vel elimimalion af £ fnder vi
at kWMo Wqwmgen axr-(%)z elles

‘azs 4ax ,erosxsa, asys Za.

%“;“‘“:‘)a* k e dem Ak of q;a/m/:(wtuw(x—akm
W""’{‘“’““MW"} Y- aksen m%yrwwsmw,m
Yoppulid i (0,0) om braudpusiek i (4,0) , som foxbiuses
pustibens (0,0) oy (a,2a) , ellec walkvghk Airtke vel Aok
spvone i Dek geomeniche shel fof S ac don Lud of pacablen
wld  Lipem fewnm Aongmu s‘aman %'GM'M
gernacsn A og D som doppumidstangent, wa dappwnier i A
% LWW&B,sm«FﬂfHW/\q(‘,.
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