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1 Indledning

I to banebrydende artikler fra 1948 [1] introducerede Claude Shannon , der
dode sidste ar, begrebet kommunikationskanaler samt de fejlrettende koder
der benyttes ved kommunikation over sadanne kanaler. Siden da er teorien
blevet videreudviklet bade af matematikere og ingenigrer og i dag indgar
koderne i en lang rackke anvendelser blandt andet i tekstTV, i CD- og DVD-
afspillere og satellit kommunikation [2]. Vi giver en kort indfgring i teorien
og bergrer de seneste ars anvendelse af algebraisk geometri indenfor omradet.

2 Kodningsteori

For en matematiker er en (n, k) kode C over I, et k-dimensionalt underrum
af vektorrummet V = (F,",+,F,) hvor F, er et endeligt legeme med ¢ el-
ementer. Elementerne i C' kaldes kodeord. Vektorrummet V' forsynes med
den sakaldte Hamming metrik hvor afstanden mellem to vektorer er antallet



af positioner hvor de to vektorer har forskellige elementer. Kodens mini-
mum afstand, som vi vil kalde d er sa den mindste afstand mellem forskellige
kodeord og koden kan rette t fejl netop hvis ¢ < %.

Der gaelder altid d < n—k+ 1, thi hvis man fjerner d — 1 bestemte positioner
fra alle de ¢* kodeord mé de afkortede ord veere forskellige og derfor er
qk < qn—(d—l).

Koden benyttes pa den made at man egentlig har ¢* forskellige meddelelser
man vil sende og valger sa en bijektiv afbildning fra disse ind i C' og sender
kodeordene, der altsa har leengde n i stedet for. Fidusen ved de n — k redun-
dante symboler er at de kan udnyttes til at rette eventuelle fejl der opstar
under kommunikationen. Hvordan dette ggres effektivt er et emne for den
aktuelle forskning, her vil vi koncentrere os om at beskrive et par konstruk-
tioner af gode koder hvorved vi forstar koder med stor minimum afstand.

Vi beskriver fgrst de sakaldte Reed-Solomon koder ( efter opdagerne).

Definition 1
Lad P ={Py,...,P,} £ F, med |P| =n. For k <n kaldes maengden

RS(P,k) = {f(P)|f € Fy[a], grad(f(z)) <k},

hvor f(P) = (f(P)),..., f(P,))

en Reed-Solomon kode.

Ideen er her at man indkoder k informationssymboler g, i1, ...,%_1 1 kode-
ordet (i(Py),...,i(P,)) hvor i(z) = ig + 412 + ... + ip_12*7 L.

Det er selvfglgelig klart at man hermed far en (n, k) kode. Da et polynomium
af grad hgjst £ — 1 hgjst har £ — 1 nulpunkter er der altsa mindst n — k£ + 1
ikke nul symboler i ethvert kodeord ( # 0), sa afstanden mellem 0-ordet, der
jo ogsa er et kodeord og ethvert andet kodeord er altsa mindst n—k+1. Men
da koden er et underrum betyder det at minimum afstanden ogsa er mindst
dette tal og som vi sa ovenfor kan den heller ikke vare stgrre. Vi har altsa
d =n — k + 1 for Reed-Solomon koderne.

Reed-Solomon koder anvendes i CD- og DVD afspillere med ¢ = 28. Det
fremgar af konstruktionen at man hgjst kan opna at n = ¢ sa pa denne made
kan man ikke konstruere gode binzre ( ¢ = 2) koder. Alligevel kan man
fa en ide til at ga videre , den fik V.D.Goppa i 1979 [3]. Man kan opfatte
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elementerne i F, som punkter pa den affine linie og Reed-Solomon koderne
fas sa ved at evaluere polynomier i disse punkter. Goppa’s ide er nu at tage
punkter fra en algebraisk kurve (i et rum af mange dimensioner ) og evaluere
rationale funktioner fra et vektorrum knyttet til kurven i disse punkter. Med
denne teknik er det faktisk lykkedes at konstruere ( asymptotisk ) gode koder.
Det kan man laese mere om i [4].
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1 Besdgstjenesten

Jeg vil gerne brug lidt spalteplads til at reklamere for besggstjenesten ved
Institut for Matematiske Fag i Aarhus. Vi er to PhD.-studerende som er ansat
til at tage ud og formidle matematik. Det kan veere sig i form af eksempelvis
foredrag. Jeg har ogsd veeret med til at opbygge en matematikstand som
kan byde pa verdens hurtigste rutchebane (cykloiden). Den kommer jeg ogsé
gerne ud og stiller op.

Nedenstaende artikel om kryptografi er bygget over et foredrag, som
jeg har holdt, for gymnasieelever. Foredraget kan bestilles ved at skrive til
marc@imf.au.dk.

2 Kryptografi

Kryptografi er leeren om, hvordan en “tekst” skrevet i et saedvanligt sprog,
kan forvandles sa teksten bliver uforstaelig for uvedkommende, men s& den
godt kan leeses af indviede. Selve processen kan skitseres som folger.

Vi angriber m dusmxosdjs E Vi angriber
imorgen. Husk d2gdklj2D imorgen. Husk
elefanterne. fdxtad9fsk elefanterne.
Kryptering Dekryptering
Klartekst Kryptotekst Klartekst

Leeg maerke til at “kryptering” svarer til at 1ase teksten, mens “dekrypter-
ing” svarer til at lase den op igen.

3 Alice, Bob og Eva

Vi forestiller os den situation, at Alice er en person som gerne vil sende en
hemmelig besked til Bob, eksempelvis over internettet, og Eva er en “spion”,
der gnsker at aflytte og forstd den hemmelige besked.

3.1 Konventionelt kryptosystem

I gamle dage (konventionelt kryptosystem) ville Alice og Bob have mgdtes for
at fa et kryptosystem baseret pa en falles nggle (™ ) op at sté. Det kunne
veere de eksempelvis aftalte at forskyde bogstaverne i alfabetet 3 pladser,
sd eksempelvis beskeden “hej” ville blive til “khm”. Det skal bemaerkes at
kryptering ved ombytning af enkeltbogstaver let kan brydes ved frekvens-
analyse. Et konventionelt kryptosystem kan illustreres som fglger



Vi angriber m dusmxosdjs E Vi angriber
imorgen. Husk d2g4klj2D imorgen. Husk
elefanterne. fdxtad9fsk elefanterne.
Kryptering Dekryptering
Klartekst Kryptotekst Klartekst

Konventionel kryptering har det problem, at det kan veere bade for dyrt
og besvarligt for Alice og Bob at fa aftalt en falles nggle. Prov eksempelvis
at forestille dig, at Alice bor i Ansager og Bob i Bilbao!

3.2 Public Key kryptering

I et Public Key kryptosystem behgves Alice og Bob ikke at mgdes fgr de kan
kommunikere hemmeligt over nettet. Der sker nemlig det, at Bob laver

(>)

e en offentlig nogle
e og en hemmelig nogle (°71).

Den offentlige leegger Bob ud pa nettet sa alle kan finde den. Den hemmelige
nggle gemmer han eksempelvis pa sin harddisk.

Nar Alice vil skrive til Bob skal hun blot ga ud pé nettet, sld hans of-
fentlige nggle op og bruge den til at lase/ kryptere med.

Néar Bob vil dekryptere en besked, sa bruger han sin hemmelige nggle.

o) o
Vi angriber dusmxosdjs Vi angriber
imorgen. Husk d2gdklj2D imorgen. Husk
elefanterne. fdxtad9fsk elefanterne.
Kryptering Dekryptering
Klartekst Kryptotekst Klartekst

Det viser sig at man vha. matematiske emner som talteori, gruppete-
ori og algebraisk geometri kan lave en del forskellige praktiske Public Key
kryptosystemer. Vi vil nu se neermere pé det mest anvendte eksempel.

4 RSA

RSA systemet blev udviklet af Rivest, Shamir og Adleman i 1977, og det
bruges idag i bl.a. Internet Explorer og Netscape Navigator. Dermed bruges
det ogsa, ndr man bruger homebanking. Vi kan f.eks. tage et kig pa Danske
Netbanks offentlige nogle.



Generek Detalier | Bevissti|

vis  [ales =]

felt Veerdi B
=] lgoritme tl signatur mdSRSA

=] Udsteder Secure Server Certification Aut...

(=] Gyldigt fra 6. februar 2001 01:00:00

=] Gyldig ti 21. februar 2002 005359

=le netbank. danskebank.dk, Home...
=] Miniatureudskrift B&38 28E1 185E 028D 4C914.. ~|
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[ODDF E710 C27z 90E7 9A67 4ZEZ 4DFC 8093 7858 SF6l
84B7 E19C 3391 86B7 B70Z 0301 0001

Kopier il fl. |

5 Matematikken bag RSA

For at kunne fa indblik i RSA kryptering skal man ihvertfald kende lidt til
restregning og primtal.

5.1 Division med rest

Matematikere ynder at skrive ting op som saetninger. Her er setningen om
division med rest.

Saetning 5.1 (Division med rest). For alle positive, hele tal m og d findes
preecis et helt tal g og et helt tal r sd

m=qd+r, 0<r<d

Et eksempel er at 17 = 3 x 5+ 2. Vi siger at der er 2 til rest.

Vi vil skrive m mod d for resten ved division af m med d. S& eksempelvis
35 mod 6 = 5. Hele pointen er nu at vi kan regne med rester! Det siger
folgende szetning nemlig.

Saetning: Antag m,n og d er hele, positive tal. Lad m' = m mod d og
n' =n mod d. Da gelder

mxn modd=m'xn' modd

Vi kan tage et eksempel, hvor vi bruger saetningen: 98 * 99 mod 95 = 3 x4
mod 95 = 12.

5.2 Primtal

Et primtal p er et tal > 1 som kun har 1 og p som divisorer. Eksempler er
2,3,5,7,11,13 og 3243542347. Grunden til, at primtallene er sa vigtige, er,
at de er byggestenene for de hele tal.



Satning 5.2 (Entydig faktorisering). Ethvert helt, positivt tal stgrre end
1 kan pd entydig vis faktoriseres i primtal.

Vi kan tage et eksempel.
60=2x2x3x5H

Det er vigtigt at fa fastslaet, at der er greenser for hvor store tal, man
idag kan faktorisere inden for en overskuelig tid. Eksempelvis er der endnu
ingen som har faktoriseret nedenstéende tal pa 174 cifre pa trods af, at der
pa hjemmesiden www.rsasecurity.com er udlovet en praemie pa 10.000$ for
at faktorisere tallet.

18819881292060796383869723946165043980716356337941/
73827007633564229888597152346654853190606065047430/
45317388011303396716199692321205734031879550656996 /

221305168759307650257059

6 RSA - hvordan ggr man?

6.1 Konstruktion af ngglepar
e Vxlg to (store) primtal p og g.

e Beregn n = pq.

Beregn M = (p—1)(¢ — 1)

Find et helt tal 0 < e < M s e og M er uden felles divisorer.

e Find et helt tal 0 < d < M s& ed mod M = 1.

Offentlig nggle: (e, n)

Hemmelig nggle: d

Hele RSA-kryptosystemet som vi skal se i neeste afsnit virker nu pga.
fglgende seetning

Saetning 6.1. Hvis (e,n) og d er konstrueret som for, si geelder

m® modn=m foralle0<m<n



6.2 Krypteringsprotokol

Klarteksten m er her et tal s3 0 < m < n.
e Kryptering:

m — m® modn=c

e Dekryptering:

¢c — ¢ modn

6.3 RSA eksempel

Vi kan tage et eksempel baseret pa nogle sma primtal. Vi vaelger p=13 og
q=17. S& er n=221 og M=192, Vi kan velge e=5 og finder at d=77 virker.
Den offentlige nggle er (5,221) og den hemmelige nggle er 77.

Vi kan veelge at kryptere bogstavet f.

e klartekst: m = 6 (f er det sjette bogstav i alfabetet)
e kryptotekst: ¢ = 41 (= 65 mod 221)

e klartekst: m = 6 (= 4177 mod 221)

6.4 Kan RSA brydes?

Ja hvis man ikke er omhyggelig nok s kan det. Hvis Eva kan finde de to
primtal p og g som Bob brugte i starten sa er det faktisk nemt for hende at
finde den hemmelige nggle d. Dermed vil hun have brudt systemet.

Lad os lave det tankeeksperiment at Eva gik ud pa nettet og aflaeste Bobs
n til at veere 35. S& kunne hun faktorisere 30 =5x 7. Dvsat p=5o0gq=7
og hun ville have brudt systemet.

Moralen er at p og g skal veelges s store at n ikke kan faktoriseres indenfor
rimelig tid. I gjeblikket anbefaler man at p og g skal veere pa ca. 500 cifre
hver.

7 Digital signatur

En ting som Public Key kryptering abner op for er digital signatur. En digital
signatur er en underskrift i elektronisk form. Den kan bruges af Alice til at
signere eksempelvis en mail, s& Bob kan vere sikker p4 at den kommer fra
Alice.

Nér Alice vil sende en (ukrypteret) mail til Bob sd bruger hun bare sin
hemmelige nggle til at ldse mailen med. Bob kan da tjekke om mailen kommer
fra Alice ved at finde hendes offentlige nggle ude péa nettet og lase op med



den. Sikkerheden bygger pa at ingen andre end Alice kan konstruere den
hemmelige nggle som passer til Alice’s offentlige nggle.

o o
Vi angriber m diemdls Vi angriber
imorgen. Husk Iskasm# imorgen. Husk
elefanterne. la mcyald elefanterne.
underskriver checker underskrift
Klartekst Signeret tekst Klartekst

Den digitale signatur og kryptering kan selvfglgelig kombineres.

8 Hyvis du vil vide mere

Som introduktion til emnet kan jeg anbefale fglgende bgger: Simon Sing:
Kodebogen. og Peter Landrock og Knud Nissen: Kryptologi - Fra viden til
videnskab.



ALGEBRAISK GEOMETRI
DISKRETE LOGARITME PROBLEMER
KRYPTOGRAFI

JOHAN P. HANSEN

HVAD ER MODERNE KRYPTOGRAFI

Kryptografi er kunsten abent at kunne sende information uden at uvedkom-
mende medlyttere kan forsta indholdet og fastsla autenticiteten, altsa identiteten
af afsenderen (digital signatur) og integriteten af informationen.

Formelt bestar et kryptosystem af tre endelige meengder M (kildeteksterne), C
(kryptoteksterne) og K (ngglerne) og krypteringsfunktioner fr : M — C, en for
hvert ki K.

I 1976 foreslog Diffie og Hellman offentlig nggle kryptosystemer - en tilgang, der
har revolutioneret moderne kryptografi. Funktionerne fy, der er offentligt kendte,
skal veere lette at beregne, hvorimod f; ! skal veere uberegnbare med mindre man
besidder hemmelig viden - den sakaldte hemmelige nggle.

Udover hemmeligholdelse abner opsaetningen op for begrebet digital signatur. En
person har offentlige nggle fr. Denne person kan underskrive en besked m ved at
beregne og sende (m, f, ! (m) under anvendelse af hendes hemmelige nggle. En mod-
tager kan verificere underskriften ved at bruge den offentlig nggle og sammenligne
m og fi(fi ' (m)).

ELGamal kryptosystemet fra 1985 er et offentligt nggle system, der bygger pa en
cykliske gruppe G frembragt af elementet g. M = G,C = G x G, K = Z En person
Hansen vaelger tallet [ som hemmelig nggle og offentliggsr ¢' som offentlig nagle.
Jensen, der skal sende beskeden m til Hansen, vaelger som hemmelig nggle et tal k,
beregner g'* = (¢')* og sender (g*, mg'*). Modtageren Hansen beregner g = (g*)!
udfra det modtagne og hendes hemmelige nggle [ og er i stand til at rekonstruere
m.

Omend systemet skal udbygges lidt for at give mulighed for digital signatur,
illustrer det en central problemstilling, nemlig det diskrete logaritmeproblem. Sys-
temets sikkerhed beror pa om det i den cykliske gruppe G =< g > er vanskeligt
(tidskraevende) udfra g' at bestemme eksponenten .

DET DISKRETE LOGARITME PROBLEM

Det diskrete logaritme problem: I den cykliske gruppe G =< g > bestem
udfra g eksponenten .

Der er som bekendt kun en abstrakt cyklisk gruppe af en given orden, men
vanskeligheden af at lgse det diskret logaritmeproblem afhsenger i hgj grad af den
konkrete og praesentation af gruppen, som illustreret af de to felgende eksempler.

Date: Feb. 2002.



2 JOHAN P. HANSEN

Eksempel 1. Lad G = (Z/pZ,+). Bestemmelsen af den diskrete logaritme af b
med hensyn til a indebaerer bestemmelsen af [, s& b = la mod p, altsa bestemmelse
af | (og m) sa b = la + mp. Euklids algoritme til bestemmelse af stgrste feelles
divisor ggr dette meget effektivt i O(log(p)) heltals operationer. Det kan ikke udggre
grundlaget for et sikkert diskret logaritme system.

Eksempel 2. Lad atter G = (Z/pZ,+). Velg et primtal g, sa p gar op i ¢f — 1.
Indlejr G' i IF:; ;, den multiplikative gruppe i det endelige legeme med ¢/ elementer.
Gruppen IFZf =< £ > er cyklisk og vi far derved en praesentation af G som

potenserne &7, der er p-te enhedsrgdder.

Bestemmelsen af den diskrete logaritme indebserer altsa at bestemme en ekspo-
nent I, s& n; = n}, hvor 11,1 er p-te enhedsrgdder. De bedst kendte metoder er
subeksponentielle i ¢ (se senere).

Generiske algoritmer til bestemmelse af den diskrete logaritme er algoritmer,
der overhovedet ikke udnytter den konkrete praesentation. Eksempler pa sadanne
er Shanks algoritme, Pollards p-metode og Pohlig-Hellman metoden.

For konkrete praesentationer af den cykliske gruppe, kan der ofte anvises mere
effektive algoritmer, der udnytter den viden som praesentationen rummer. I eksem-
pel 1 kunne Euklids algoritme, der er meget effektiv, bruges og i eksempel 2, hvor
gruppen er den multiplikative gruppe i et endeligt legeme, viser den sakaldte indeks
kalkule metoden sig nyttig.

Beregningskompleksitet. Lad os forst indfgre lidt sprogbrug. Hvis der findes en
konstant ¢ og et € [0, 1], sa den forventede afviklingstiden for en algoritme med
inputsterrelse logn er

0 (exp(c + 0(1))(log n)*(log log n)(lfa)) ,

sa kaldes algoritmen subeksponentil. Bemaerk at hvis o = 0, sé er algoritmen poly-
nomiel, hvis derimod « = 1, sa er den fuldt eksponentiel.

De generiske algoritmer omtalt ovenfor kreever alle mindst O(,/p logp) beregn-
ingstrin for en cyklisk gruppe af orden p. Dermed er de altsa ikke vaesentlig bedre
end fuldt eksponentielle algoritmer. De tre naevnte generiske metoder er faktisk alle
fuldt eksponentielle.

Indeks kalkule metoden for den multiplikative gruppe i det endeligt legeme F, er
derimod subeksponentiel, og dermed i klasse bedre. I lyset heraf anses kryptosys-
temmer, der bygger pa den multiplikative gruppe i et endeligt legeme forst at veere
sikre, nar legemet er stort (2048 bits).

ALGEBRAISK GEOMTRI SOM KILDE TIL GRUPPER MED GODE PRESENTATIONER

I og med at det diskrete logaritme problem for den multiplikative gruppe i et
endeligt legeme er subeksponentielt, sgges andre konkrete grupper, hvor enten det
diskrete logaritme problem beviseligt ikke er subeksponentielt eller endnu ikke er
bevist at veere det. Her kommer algebraisk geometri pa banen.

To vaesentlige opgaver er at bestemme stgrrelsen af gruppen og vurdere kom-
pleksiteten af det diskrete logaritme problem.

Elliptiske kurver. Allerede elliptiske kurver over endelige legemer producerer
grupper, hvor ingen subeksponentiel algoritme for det diskrete logaritme problem
er kendt, paner for specielle kurver. Der er faktisk argumenteret for, at en indeks
kalkule metoden er usandsynlig for elliptiske kurver.
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FI1GUR 1. Korde-sekant gruppestrukturen pa en elliptiske kurve,
PoP,="P;

FiGur 2. Gruppestrukturen pa Jacobianten af en hyperelliptisk
kurve, (P + P2) ® (Q1 + Q2) = R1 + R»

gruppe G | # G kompleksitet | diskret log. kompleksitet
Fg q—1 subeksponentiel: o = %, %
Jacobianter
g=1 polynomiel ViG
g=2,3,4 polynomiel? ViG
g stor polynomiel? subeksponentiel: o = %

TABEL 1. Oversigt over kompleksiteten af ordens beregninger af
grupper og tilhgrende diskrete logaritme problemer

En elliptisk kurve F er en glat kurve, hvis punkter (x,y) er lgsning til en ligning
af formen
Tilfgjes et ekstra punkt oo gives punkterne pa F U oo en gruppestruktur ved at
krzeve dels at 3 punkter pa linie skal have sum 0 dels at oo skal veere neutral
element, jvf. figur 1. I de seneste ar er der gjort store fremskridt i udviklingen
af seerdeles effektive algoritmer til bestemmelsen af ordenen af gruppen, jvf. Berit
Skjernas artikel i Matilde nr. 77.

Kurver og deres Jacobianter. Gruppestrukturen pa en elliptisk kurve er blot et
specialtilfeelde af en mere generel konstruktion. Til enhver kurve C' er der knyttet
en gruppe Jac(C). Elementerne heri er sakaldte divisorer, som er formelle sum-
mer af punkter pa kurven, modulo en bestemt sekvivalensrelation. Pa figur 2 er
gruppestrukturen illustreret for en hyperelliptisk kurve.

Har kurven C genus g vides, at Jac(C) er g-dimensional og om gruppens stgrrelse
over legemet F; med ¢ elementer geelder, at

(Vg —1)* < #Jac(G) < (Vg +1)*.

Det giver er veeld af store grupper af kardinalitet ~ ¢9. Der findes imidlertid ikke
effektive algoritmer til bestemmelse af gruppeordenen i almindelighed.

Det diskrete logaritmeproblem er for visse (familier) af kurver med store genera
imidlertid subeksponentielt med o = %

Konklusion ma veere at anvende kurver med lav genus.

Som afslutning kan bemaerkes, at man med udgangspunkt i hgjere dimensionale
varieter X pa tilsvarende vis kan knytte en Jacobiant Jac(X), der er en abelsk va-
rietet. Jacobianter synligggr dermed abelske varieteters rolle i moderne kryptografi.

MATEMATISK INSTITUT, ARHUS UNIVERSITET
E-mail address: matjph@imf.au.dk



Kvantekryptografi

Ivan Damgard

February 15, 2002

1 Indledning

Kryptografi har lige siden tidernes morgen haft som mal at skabe sikker
kommunikation over usikre kommunikationskanaler. I denne artikel vil vi
koncentrere os om hemmeligholdelse, altsa to parter - lad os kalde dem Alice
og Bob - gnsker at udveksle en meddelelse saledes at deres varste fjende Eve
ikke vil have nogen som helst anelse om hvad der er blevet sendt.

I praksis findes en raekke udmaerkede og anvendelige lgsninger pa dette
problem, som imidlertid alle har en ting til faelles: hvis Eve har tilstraekkelig
mange resourcer til radighed (hvilket i praksis vil sige regnekraft), sa kan
alle disse systemer brydes, dvs. Eve kan alligevel finde ud af hvad der blev
sendt. Det er ikke noget tilfaelde, at det er sidan: i 40-erne skabte Shannon
informationsteorien, og fandt bl.a. preecise betingelser for, hvornar absolut
sikkerhed mod Eve kan lade sig ggre, dvs. hvad skal der til for at Eve intet far
at vide, uanset hvor mange resourcer hun har til radighed. Det viser sig at
vaere ngdvendigt at Alice og Bob pa forhand er enige om en hemmelig nggle
K, dvs. K er en streng af bits ky, ..., k, som er tilfaeldigt valgt, og som Eve
ingen information har om. Man kan nu sende en meddelelse bestaende af n
bits M = my, ..., m,, krypteret v.hj.af K ved at sende C' = m &k, ..., m,Bk,,
dvs. hver bit i meddelelsen adderes modulo 2 med en bit i ngglen. Det er let
at se, at hvis Eve ingen information har om K, sa er - selv givet C' - enhver
vaerdi for M lige sandsynlig, m.a.o. Eve har intet faet at vide. Dette kaldes
perfekt sikkerhed.

Men Shannons resultat sagde sa, at perfekt sikkerhed kraever at ngglen
indeholder mindst lige sa meget information som meddelelsen, dvs. hvis der
n bits i meddelelsen, sa skal antal bits i ngglen vaere mindst n, ligegyldigt
hvordan krypteringen foregar. Ydermere kan hver nggle kun bruges een gang,
ellers mistes den perfekte sikkerhed. Denne form for kryptering kaldes derfor
One-Time Pad.

Et system baseret udelukkende pa one-time pads er af naturlige arsager
helt uanvendeligt i praksis pa grund af de indlysende problemer med at fa
ngglen pa plads pa sikker vis inden kommunikationen foregar. Derfor bruger



krypteringssystemer i praksis andre metoder hvor man genbruger den samme
korte nggle til adskillige meddelelser. Men - som forudsagt af Shannon -
ethvert sadant system kan i princippet brydes hvis man bruger tid nok pa
det. Det ville naturligvis veere OK, hvis vi med sikkerhed vidste at “tid nok”
betyder adskillige millioner ar, f.eks. Men desvarre er det ikke lykkedes for
nogen at konstruere et praktisk anvendeligt system, hvor vi med sikkerhed
hvor meget tid der faktisk skal til for at bryde det. Derfor er kryptering i
praksis i dag funderet pa velunderbyggede formodninger, snarere end beviser.
Og selvom vi havde sadanne beviser, sa siger Shannon jo at vi aldrig vil
kunne fjerne muligheden for at vore systemer kan brydes hvis de ogsa skal
vaere praktisk anvendelige.

Det ser jo alt sammen temmelig utilfredsstillende ud. Imidlertid har det
i de senere ar vist sig, at Shannon’s pessimistiske resultater i virkeligheden
bygger pa nogle antagelser om hvad Eve i stand til at ggre, nemlig flg.:

e Eftersom vi ikke har fysisk kontrol over hele kommunikationskanalen,
er Eve altid i stand til at se pa kommunikationen og vil sa fa at vide
preecis hvilke bits der er sendt mellem Alice og Bob (selvom hun maske
ikke umiddelbart kan forsta meddelelsen).

e Efter at have set pa kommunikationen, kan Eve valge at lade den ga
videre uzendret til modtageren, som aldrig vil kunne opdage at andre
har set pa den.

Det kan umiddelbart virke selvindlysende, at disse antagelser ma vaere rigtige,
uanset hvordan kommunikationen foregar. Og sa leenge vi taler om almindelig
digital kommunikation, sa er antagelserne helt i orden. Faktisk mente forskere
pa omradet i naesten 50 ar ikke engang at der var grund til at overveje om
dette er en praccis model af verden.

2 Kvanteinformation

Det kan derfor synes overraskende, at billedet skifter fuldsteendigt, hvis vi
bruger kvantekommunikation. Her sendes information kodet i tilstanden af
meget sma fysiske systemer, sasom elementarpartikler. Man bruger typisk
de mindst mulige enheder af lys, nemlig fotoner. Nar sa sma fysiske systemer
er i spil, er vi ngdt til at bruge kvantefysikken til at beskrive deres opfgrsel,
hvilket har en del uventede konsekvenser.

F.eks. er det et grundlaeggende princip i kvantefysik at nar man maler
pa et fysisk system, som inden malingen er i en ukendt tilstand, sa er det
umuligt altid at bestemme systemets tilstand fuldstaendigt; yderligere vil
enhver maling med en vis sandsynlighed pavirke systemets tilstand. Det
er meget vigtigt at forsta, at disse udsagn er absolutte, og intet har med
teknologi at ggre: det er ligemeget hvor store summer vi investerer i at



lave en ngjagtig og skansom maling af en elementarpartikels tilstand, det vil
alligevel ikke veere muligt at undga at malingen pavirker partiklen: selve det
faktum at jeg har faet en vis delvis information om dens tilstand medfgrer i
sig selv at den blevet pavirket.

Ser vi nu igen pa de to antagelser ovenfor om hvad Eve “naturligvis” kan
ggre, sa ses det klart, at de grundlaeggende principper i kvantefysik vi har
set pa, praecis siger, at antagelserne er forkerte nar vi bruger kvantekommu-
nikation. Det betyder ikke i sig selv at ubetinget sikkerhed kan lade sig ggre
i praksis med kvantekommunikation, men muligheden er i det mindste til
stede. Vi skal nu se naermere pa hvordan kvantekommunikation opfarer sig,
og hvordan ubetinget sikkerhed faktisk kan opnas.

3 Qbits

I kvanteinformatik erstatter vi bits med kvantebits, ogsa kaldet gbits. Hvor
en klassisk bit enten er 0 eller 1, beskrives tilstanden af en kvantebit som en
vektor af leengde 1 i et komplekst vektorrum. Hvis vi fglger den traditionelle
notation og kalder de to basisvektorer for 10) og |1), sa er tilstanden af en
qbit generelt o 10) + 3 11), hvor «, 3 er komplekse tal, s |a|> + |32 = 1. 1
det fglgende vil holde os til tilfeeldet hvor koordinaterne er reelle, da det vil
vaere tilstraekkeligt til at beskrive det vi har brug for. Man kan taenke pa
de to kanoniske basisvektorer som de to klassiske tilstande, en almindelig bit
er begraenset til at have, dvs. en gbit er et “klassisk nul”, hhv. et “klassisk
1-tal”, hvis den er i tilstand 1- 10) +0- 1), hhv. 0- [0) +1- I1).

En mulig fysisk implementation af en gbit fas ved at betragte polari-
sationstilstanden af en foton. Polariseret lys er karakteriseret ved at alle
fotoner i lysstralen er enige om at “svinge” i en bestemt retning, f.eks. van-
dret eller lodret. Hver enkelt foton har derfor en polarisationstilstand, som
kan beskrives ved en vinkel der fortaller hvor mange grader svingningsplanet
er fra vandret. S3 0° er vandret polarisation, mens 909 er lodret. I kvante-
fysikkens formalisme beskrives dette i et vektorrum som fgr, idet vi udnaevner
basisvektoren 10) til at veere vandret og |1) til at veere lodret. Et foton der
er polariseret lodret vil si veere i tilstanden 0- [0)+1- 1), mere generelt, hvis
man er polariseret i en vinkel pa v?, sa er tilstanden cos(v) 10) + sin(v) I1).

Det er nu muligt at sige noget mere praecist om, hvordan en maling
foregar. Iflg. kvantefysikken er enhver maling pa en gbit begraenset til at
specificere to ortogonale tilstande (vektorer) Vg, Vi og spgrge gbitten om den
er i tilstand V4 eller V;. Det kan f.eks. lade sig ggre at spgrge en foton om
den er i tilstand V4 = 10) eller V; = I1). Resultatet af malingen er bestemt
som flg., nar fotonen er i tilstand o |0) + 8 11) inden malingen:

e Malingen vil give resultat 10) med sandsynlighed |a|?, og resultat I1)
med sandsynlighed |3]? (det er derfor tilstande er defineret som vektorer



af leengde 1, da dette sikrer at summen af sandsynlighederne er 1).

e Efter malingen er gbitten ¢ den tilstand man har malt den til at vere
i, og har glemt alt om den gamle tilstand.

Det skulle vaere klart hvordan de to principper i kvantefysik vi naevnte
overfor materialiserer sig her i malinger pa en gbit: generelt kan man ikke
fa noget praecist at vide om « og 3 ved en enkelt maling, og man far kun et
enkelt forspg: efter malingen er den gamle tilstand forsvundet. Man kunne
tro, at det ville vaere muligt at lave en mere ngjagtig maling ved at fremstille
nogle kopier af gbitten, og male pa alle kopierne, men desvarre: en anden
fundamental satning i kvantefysik siger, at det er umuligt at lave en perfekt
kopi af en ukendt tilstand (den sakaldte no-cloning sztning).

En generel maling, hvor V;, V; ikke ngdvendigvis er 10), 11) kan beskrives
pa lignende made: givet starttilstanden o 10) + 3 11) udregner man denne
vektors koordinater i basen Vj, Vi, og sandsynlighederne er nu givet ved disse
koordinater pa samme vis som overfor. Vi siger derfor at maler ¢ basen givet
ved (Vo, V1).

Selvom malinger ikke generelt giver fuldsteendig information, er der dog
visse specielle tilfaelde, hvor en maling med sikkerhed fortaller hvad til-
standen var: hvis jeg pa forhidnd ved, at tilstanden er 10) eller 11), si kan
jeg lave en maling der netop spgrger om tilstanden er 10) eller I1), altsa
en maling i basen ( 10), 11)), hvilket ifglge reglerne ovenfor altid vil give det
rigtige svar. Men det er netop kun fordi malingen er indrettet efter den
givne forhandsviden. Antag, at vi istedet havde malt i basen der er drejet
459, dvs. (V,Vh) = (% 0) + % 1), —% 10) + % 11)). Det er ligetil at
regne ud, at denne maling vil give resultat V, med sandsynlighed 1/2 og V;
med sandsynlighed 1/2, ligegyldigt om vi maler pa tilstanden 10) eller I1).
Sa i dette tilfaelde giver malingen overhovedet ingen information om starttil-
standen. Maske en bekraftelse af det gamle ord om, at et dumt spggrsmal
fgrer til et dumt svar..

I det fglgende vil + st for den kanoniske basis ( 10), 11)), mens x vil sta
for den “diagonale ” basis (% 0) + % 11), =L 10) + % 11)). Endvidere vil

V2
vi nruge notationen 10), = % 10) + % 11) og 11), = —% 0) + % '1). For
at ggre notationen mere konsistent, vil vi ogsa bruge 10), = 10), \1§+ = [1).

Vi har sa fglgende mere generelle resultat, som fglger umiddelbart af reglerne
for malingers opfgrsel:

Saetning

Antag der males pa en gbit i tilstand 10}, eller 11),. En maling i +-basen
vil fortaelle med sandsynlighed 1 hvilken tilstand der er tale om. En maling
i x-basen giver et tilfeeldigt resultat, som ingen information indeholder om
den malte tilstand. Antag dernzest at der males pa en gbit i tilstand 10),
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eller 11),,. En méling i x-basen vil fortzelle med sandsynlighed 1 hvilken
tilstand der er tale om. En maling i +-basen giver et tilfaeldigt resultat, som
ingen information indeholder om den malte tilstand.

4 Nggleudveksling

Vi vil nu pa, hvordan den opfersel gbits udviser, kan udnyttes til at skabe
ubetinget sikkerhed. Bemaerk fgrst, at det er tilstraekkeligt at ggre det muligt
for Alice og Bob at udveksle en tilfeeldig nggle, som Eve ikke har information
om, herefter kan one-time pad teknikken bruges til at sende selve meddelelsen
krypteret.

Vi antager, at Alice er i stand til at sende qbits til Bob, men Eve kan
undervejs ggre hvad som helst ved de gbits der bliver sendt - male pa dem,
erstatte dem med andre gbits, etc. Vi antager ogsa, at Alice kan kommunikere
konventionelt med Bob, f.eks. over telefonen. Her er antagelsen at Eve har
mulighed for at lytte med, men hun kan ikke sendre pa det der bliver sagt.
Der er altsa ingen hemmeligholdelse givet “gratis” i modellen.

Vi udfgrer nu flg. protokol:

1. Alice veelger en rakke tilfaeldige bits B = by, bs, ..., b,, og en rakke
tilfeeldige baser # = 0y, ...,0,, hvor altsa hver 6; er enten + eller x.
Hun sender gbits \b1>91, v |bn>0n til Bob.

2. Bob vealger en tilfaeldig sekvens af baser 0 = él, ey HAH, og maler gbit
nr. ¢ i basen ;. Hvert resultat kan pa naturlig vis tolkes som en bit,
lad de malte resultater veere by, ..., b,.

Pa dette tidspunkt har Bob delvis information om den bitsekvens B Alice
har sendt, i alt fald hvis Eve ikke har forstyrret kommunikationen: i ca.
halvdelen af tilfldene vil §; = 6;, og det medfgrer iflg. setningen ovenfor at
b; = bAZ Problemet er blot at Bob ikke ved hvilke bit-positioner der er gode.
Det Igses ved flg. skridt:

1. Alice sender sekvensen af baser # til Bob v.hj.af konventionel kommu-
nikation.

2. Bob fortaeller Alice hvilke i-vaerdier, der opfylder at 6; = 6;. Alice og
Bob kasserer bits pa positioner hvor dette ikke er opfyldt, og beholder
resten.

Vi har nu en situation, hvor Alice har en bitsekvens B’ og Bob har B,
begge af laengde ca. n/2. Hvis Eve ikke har grebet ind i kommunikationen,
sa er det klart, at B' = B'. P& den anden side, betragt Eve’s situation
nar Alice sender sine gbits: hvis hun vil vide noget som helst om B er hun



ngdt til at male (nogle af) gbittene. Men pa dette tidspunkt har hun ingen
information om #, sa hun ved ikke hvad den rigtige maling vil veere for hver
enkelt foton, og hun er altsa ngdt til at veaelge sine malinger efter en eller
anden strategi. Som et eksempel, lad os antage at hun valger tilfaeldigt
mellem en maling i + eller i x-basis. Hvis hun gaetter rigtigt for den i’te
gbit, dvs. hun bruger 6; til malingen, sa vil hun fa b; som resultat. Hun kan
sa lave en ny qbit i praecis samme tilstand og sende den videre til Bob. Det
vil ikke veere vaere muligt at se, at denne qbit har veeret angrebet. Men i
halvdelen af tilfeeldene vil gaettet veere forkert, og Eve vil fa en tilfeeldig bit
b;, som kun med sandsynlighed 1 /2 er lig med b;. Eve ved jo imidlertid ikke
pa dette tidspunkt om hun har valgt den rigtige maling, sa hun er henvist
til at sende en gbit til Bob i den tilstand hun har malt. Da Bob’s valg af
baser nar han maler er uafhaengige af Eve’s, vil denne strategi for Eve derfor
betyde at ca. 25% af bittene i B’ er forskellige fra dem i B'. Til gengzeld
kender hun med sikkerhed ca. halvdelen af bittene i B, eftersom Alice jo
offentligggr 6, hvorefter Eve kender de positioner hvor hun gaettede rigtigt.

Denne strategi for Eve er ikke den eneste mulige, f.eks. er Eve jo ikke
begraenset til at male i kun de to baser Alice og Bob bruger. Imidlertid
kan man vise at det generelle princip vi illustrerede her er gyldigt generelt:
jo flere malinger Eve foretager, jo mere far hun at vide, men samtidig vil
det ngdvendigvis fgre til flere uoverenstemmelser mellem B’ og B'. Dette
betyder omvendt, at hvis der faktisk er meget fa uoverenstemmelser, sa er
Eve’s information om B’ meget begraenset. Derfor vil Alice og Bob nu vurdere
hvor mange fejl der faktisk er:

1. Alice veelger en tilfeeldig indexmaengde I C {1,2,..,n} af storrelse &k og
sender den til Bob.

2. Bob sender {b;| i € T} til Alice.

3. Alice sender til Bob det antal bits t i I hvor b; = b;. Hvis t/k > €
(for et e fastlagt pa forhand, se nedenfor), opgiver Alice og Bob, ellers
fortsattes der.

Ideen her er for det fgrste, at man med klassisk sandsynlighedsregning kan
vise at et tilstrackkeligt stort & giver en meget praecis vurdering af den faktiske
fejlrate; for det andet at man ma forvente et vist antal fejl af naturlige arsager
pa grund af malefejl o.1., derfor ma et € > 0 valges herudfra.

Hvis Alice og Bob gar videre herfra, sa ved vi med stor sikkerhed, at
fejlraten mellem B’ og B’ er hgijst e, og for det andet at ligegyldigt hvad Eve
stiller op, sa er hendes information om B’ begraenset. For at blive helt faerdige
skal vi bruge nogle velkendte og klassiske teknikker, som det vil fgre for vidt
at komme ind pa i detaljer her. For det fgrste skal vi have rettet fejlene, sa
Alice og Bob er enige om samtlige bit, her kan f.eks. fejlkorrigerende koder



anvendes. For det andet har vi brug for at slippe af med den begransede
mengde information Eve har. Dette er ikke helt ligetil: selvom vi ved at Eve
kun kender fa af de relevante bits, ved vi ikke hvilke hun kender. Lgsningen
er en teknik der kaldes privacy amplification: hvis Alice og Bob er enige om
en bitsekvens X, og Eve’s information om X er begranset pa passende vis, sa
er det altid muligt for Alice og Bob ved hjalp af offentlig kommunikation at
beregne en kortere bitsekvens Y, hvorom Eve har en vilkarligt lille maengde
information. Mere praecist, laengden af Y kan valges sa Eve’s information er
mindre end en vilkarlig gnsket greense.

Det er langt fra trivielt at vise at alt dette faktisk virker som gnsket, og
protokollen har vaeret kendt i lang tid, inden et egentligt bevis blev givet. Et
sadant kan findes f.eks. i [1]. En lettilgaengelig introduktion til kvantekryp-
tografi kan findes i [2].

5 I virkeligheden

Der findes mange eksperimentelle implementationer af kvantekryptografi.
Den mest almindelige teknink er at implementere gbits som fotoner, og bruge
lyslederkabler som transportmedium. En fuldt funktionsdygtig prototype er
fremstillet pa Arhus Universitet, mere information herom kan findes i [3].
Dette eksperiment fungerer over ca 20 Km, og det ser ud til at den nu-
vaerende teknologi vil kunne realisere afstande pa op til 100 Km pa sigt.
Herefter vil nye ideer vaere ngdvendige, men man ved allerede nu at der ikke
er nogen principielle graenser for afstanden mellem Alice og Bob.
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Da Alain Connes fik Crafoord prisen.
Af: Gert Kjeergard Pedersen, Kobenhavns Universitet, Email: gkped@math.ku.dk

Den 26. september sidste &r overrakte Kong Carl Gustav ved en ceremoni i det Kungliga
Vetenskapsakademien arets Crafoord pris til professor Alain Connes fra Collége de France. Da
prisen pa en halv million dollar indtil videre — alts indtil Abel Prisen bliver til virkelighed — er
den numerisk storste indenfor matematik, og da Alain Connes er en god ven af Danmark fortjener
begivenheden at blive omtalt i Mathilde.

Crafoord prisen blev indstiftet i 1980 ved en donation fra Anna-Greta og Holger Crafoord til et
fond bestyret af det svenske videnskabsakademi. Midlerne kommer fra familiens virke indenfor
hospitalsindustrien. Prisen uddeles hvert &r indenfor ét af emnerne: Matematik, Astronomi,
Geovidenskab, Biovidenskab med serlig henblik pa @kologi samt Gigtforskning. Den er et klart
forseg pa at supplere Nobelprisen ved at pege pd nogle af de videnskabsgrene som Alfred Nobel
oversd. Endvidere har det veret et onske fra fondsstifterne at inddrage hjemlandet Skéne 1
begivenhederne, saledes at det symposium der atholdes i forbindelse med prismodtagelsen foregar
dels 1 Lund og dels i Stockholm. Symposiet har et budget pa endnu en halv million dollar sa der er
— ligesom for Nobelprisen - et ganske stort raderum for festivitas.

Tidligere modtagere af prisen i matematik har veeret Vladimir I. Arnold og Louis Nirenberg i
1982, Pierre Deligne og Alexandre Grothendieck i 1988 (Grothendieck afslog som sedvanligt)
samt Simon Donaldson og Shing-Tung Yau i 1994. Den nationale stolthed skylder vi at naevne at
Willi Dansgaard fik prisen indenfor geofysik i 1995.

Connes fik prisen for sit gennemtraengende arbejde indenfor operator algebra teori og for
skabelsen af den ikke-kommutative geometri”, for nu at citere akademiet. Det sidste skal vi vende
tilbage til. Kort fortalt startede Connes (fodt 1947 1 Draguignan i Sydfrankrig) sin karriere pé
Ecole Normale i 1966. Han var oprindelig elev af Laurent Schwartz, men skrev sin disputats under
”vejledning” af Jacques Dixmier, som engang beskrev ham som en komet man bare sa halen af.
Disputatsen “Classification de facteurs de type III” fra 1973 var et epokegerende arbejde. John
(Janos, Johan) von Neumann havde i 30’erne skabt teorien for rings of operators”, i dag kaldet
von Neumann algebraer, som et muligt aksiomatisk grundlag for kvantemekanikken. Han fandt at
“faktorerne”, altsd de von Neumann algebraer som er maksimalt ikke-kommutative, dvs. dem hvis
center bestar blot af skaleere multipla af enhedsoperatoren, kan inddeles i tre typer, kaldet I, IT og
III. (Billedsprog var ikke JvN’s sterke side.) Typen I er nem, det er matrixalgebraer af rang 1,2,
osv., samt B(H) for Hilbertrum H af enhver uendelig dimension. Algebraer af type II er dem der
ikke har nogen minimale projektioner (dette karakteriserer nemlig type I), men som har mange
endelige projektioner, dvs. projektioner p som ikke er a&kvivalente med nogen delprojektion. Hvis
altsa p=uu* for et element u i algebraen, s kan man ikke have u*u<p. Man udleder heraf (men
ikke let !) at en saddan algebra har et spor, dvs. en linear funktional f siledes at f(xy)=f(yx) for alle
elementer x og y — altsd en funktion der opfoerer sig ligesom det kendte spor Tr af en matrix. Type
IIT er det der bliver tilovers, altsd ingen minimale projektioner, ingen endelige projektioner og
ingen spor. Ganske vist matte man regne med at der var uendelig mange elementer indenfor hver
type, men Frank Murray og von Neumann viste, at hvis faktoren yderligere var hyper-endelig”,
dvs. var en induktiv limes (i en meget svag topologi) af matrixalgebraer, sa var der kun én hyper-
endelig faktor af type Il der havde en endeligt spor. De formodede, men kunne ikke vise, at der
ogsa kun var én hyper-endelig faktor af type Il med et uendeligt (altsd ubegrenset) spor. Da de
hyper-endelige faktorer er dem, der naturligt fremkommer i modeller for kvantemekanik, er det
deres klassifikation der er vigtig. Nu viste Connes — ved at benytte Tomita og Takesaki’s arbejder



om modul@re operatorer og modulare grupper for funktionaler pd von Neumann algebraer (sa
pludselig kommer der avanceret komplex funktionsteori ind i den ellers meget abstrakte von
Neumann algebra teori !!) — at Type III har en klassifikation efter en reel parameter A i intervallet
[0, 1]. Endvidere viste han, at for ethvert reelt A strengt mellem 0 og 1 er der netop én hyper-
endelig faktor af type III,_ For type Il er billedet mere speget, men der er en klassifikation for de

hyper-endelige faktorer. Endvidere viste Connes (under aftjening af sin varnepligt i den tidligere
koloni Canada) at ogsd den hyper-endelige faktor af type I, var entydigt bestemt. Senere blev

vores egen Uffe Haagerup verdensberemt pa at vise, at éntydigheden ogsa geelder i type III for
A=1, men det er en anden historie.

For disse opdagelser fik Alain Connes Fields medaljen i 1983. Hans hjemland har heller ikke
varet karrig med anerkendelse (matematik rangerer stadig hgjere 1 Frankrig end i resten af
verden). Han blev professor ved Institut des Hautes Etudes Scientifiques (IHES) i 1979 og
medlem af Collége de France i 1884. Han blev optaget i Académie des Sciences i 1982, og bade
Canada og USA har kvitteret med medlemsskaber af Canadian Academy of Sciences og National
Academy of Sciences. I Danmark gjorde vi ham allerede i 1980 til udenlandsk medlem af
Videnskabernes Selskab, og i Norge blev han optaget i Videnskaps-Akademiet 1 1993 og kreeret
doctor honoris causa fra Oslo Universitet 1 2001. Han har fortjent det hele og ligner stadig den
venlige, imedekommende og lattermilde person, jeg spillede bordtennis med i 1971.

I de senere ar har Connes promoveret den ikke-kommutative geometri. Hans indgangsvinkel var
nogle mangfoldigheder, sdkaldte foliationer, der optrader som lesninger til visse
differentialligninger. Det simpleste eksempel er Kronecker’s foliation, der beskriver den reelle
akses indlejring pa 2-torus med en irrational haeldning 0. Vi betragter altsa differentialligningen dy
= 0 dx pa torus, og far som lesning den reelle linie R injektivt indlejret i det kompakte rum T x T,
hvorfor kvotientrummet er ganske grufuldt. Imidlertid er der en operatoralgebra der beskriver
dette fenomen simpelt — hvis man altsa er fortrolig med C*-algebra teori. Ved ngjere overvejelse
er det nu ikke ganske klart hvad ikke-kommutativ geometri egentlig dekker over. Den har i sin
simpleste formulering noget at gore med at erstatte et topologisk rum, altsa et geometrisk objekt

X, forst med den tilsvarende funktionsalgebra C(X) (eller maske snarere C*(X), eller endnu bedre
algebraen af Schwartz funktioner) og dernaest med den ikke-kommutative algebra C(X, M,,) af

matrix-funktioner, eller en algebra af tversnit i et n-dimensionalt vektorbundt over X. Set i dette
lys er teorien for vektorbundter, ogsa de uendelig-dimensionale, samt store dele af Lie gruppe
teorien part af den ikke-kommutative geometri. Det er nok at tage munden for fuld, men der synes
ikke at vere graenser for hvad man kan komme ud for ndr man deltager i en konference om emnet.
Connes har selv prevet at afgrense emnet i sin bog "Noncommutative Geometry” fra 1994, en
oversattelse og kraftig udvidelse af den franske udgave fra 1990. Imidlertid er han selv 1
mellemtiden blevet opslugt af den klassiske kvantemekanik, som den er givet ved ”Standard
Modellen” (som matematikere ellers stiller sig noget skeptiske overfor, grundet de mange ad hoc
antagelser). Herfra har Connes fortsat mod en mulig lgsning af Riemann’s hypotese, hvor metoden
er, at man prover at finde en operator pa Hilbertrummet, formodentlig herende til
kvantemekanikkens arsenal af Schrodinger operatorer, hvis spektrum netop er nulpunkterne for
zeta-funktionen.

Crafoord Symposiet 24-26 September 2001 var en rundgang i Connes’ verden. Programmet 1
Lund den 24. og i Stockholm den 25. var nasten identiske, men nok vard at here to gange. Sir
Michael Atiyah indledte med et foredrag om “The Geometry of an n-point Energy Function” .
Dernest fortalte Connes selv om "Noncommutative Geometry and Physics” og Nigel Higson
fortsatte med “"Noncommutative Geometry and von Neumann algebras”. Efter frokosten talte
Jean-Louis Loday om Algebraic K-Theory and Cyclic Cohomology”, Henri Moscovici fortsatte



med ”Cyclic Cohomology and Non-Commutative Index Theory”, og Dirk Kreimer rundede af
med “Feynman Diagrams: on Residues and Numbers”. Til sidst styrede Uffe Haagerup og Erling
Stermer en kort ”Problem Session” som bed pé spredt faegtning med lost krudt.

Om aftenen den 26. var kongeparret vart for Symposiets indbudte deltagere pa Grand Hotel. Alain
Connes var blevet bedt om at holde tale, og han fortalte sin version af Faust myten: Djaevelen
frister en matematiker med at give ham alt i bytte for sin udedelige sjel. Matematikeren ensker
blot en lesning pa Riemann hypotesen, og Satan ler hult ved tanken om det lette offer. Men tre
dage senere kommer djevelen tilbage 1 noget forpjusket tilstand og foresléar et kompromis: Jeg kan
ikke lose hypotesen lige nu, men jeg har et lille lemma du kan fi. Historien ender uden afslutning,
men man kan hébe at Alain bade redder sin sjel og far et lille lemma.



Matematikdidaktikken: Kan vi laere at elske den?

Af: Kjeld Bagger Laursen, Centerleder, CND-KU, Email: laursen@math.ku.dk

| sidste nummer af Matilde har Carl Winslgw giver en beskrivelse af matematikdidaktikken. Hans aerinde
har veeret at ggre opmeerksom pa feltets eksistens som selvstaendigt forskningsomrade - det vi til daglig
kalder 'fag'. Og ikke bare eksistensen af matematikdidaktikken, men ogsa fagets eksistensberettigelse.

| sin argumentation bruger CW bl.a. analogien med fusionskekkenet. Og han naevner parallellerne til
medicin. Dette billede er veeldig godt, synes jeg. Her bliver man jo gjort opmaerksom pa hvordan der er tale
om et omrade der har mange aspekter i sig, og vel at maerke aspekter der indgar symbiotisk i feltet.
Ligesom medicin har matematik (bredt anskuet - ) mange aspekter i sig: der er selvfalgelig
grundforskningen, og der er faget-i-praksis. Denne praksis kan vaere mange forskellige ting: det kan veaere
matematik anvendt inden for andre fagomrader, eller i ‘den virkelige, praktiske verden’, og det kan veaere
matematik i en formidlingssammenhaeng (ogsa 'formidling’ er her bredt anskuet, s& det omfatter f.eks. al
undervisning).

Det er vanskeligt at forestille sig at der kan forega noget som helst af vaerdi i praksis-fasen, hvis det ikke er
baseret pa overvejelser om mal og midler (Det kan selvfalgelig sagtens veere overvejelser, som andre end
den direkte bruger har gjort sig). Og der er da ogsa mere og mere, ogsa i universitetsverdenen, der
opfordrer til at ofre 'praksis-delen’, her primaert undervisningen, stgrre opmaerksomhed.

Visse af de naturvidenskabelige universitetsuddannelser har vigende tilslutning. Og det har bade vi selv og
samfundet lagt maerke til.

Hvad samfundets opmaerksomhed angéar er der en anden faktor der ggr sig geeldende i
uddannelsessektorens nuvaerende situation: gnsket om at holde igen pa skatterne bliver udmentet i krav
om starre effektivitet.

Den helt klassiske universitetsmodel, hvor lzerde og vise professorer omgav sig med elever der af egen
drift higede efter indsigt, og hvor en uddannelse bestod af en slags certificering i form af aflagte og
bestaede eksaminer, er forsvundet. Den er erstattet — i hvert fald i det omgivende samfund — af
forestillinger om at vi som uddannelsesinstitutioner ved optagelsen af studerende har pataget os et vist
medansvar for deres uddannelses gennemfgrelse. Og dermed er opmaerksomheden skeerpet: ikke blot om
hvad vi underviser, men ogsa hvordan vi gar det.

Didaktik bliver pludselig mere interessant for os, der er ansat pa et universitet. For mange sker det ikke
fordi de opfatter feltet som i sig selv betydningsfuldt — men i det mindste fordi det ikke kan ignoreres helt, af
et system der gnsker at bevare sig selv (og findes der systemer der ikke gar det?) Sadan er det ogsa gaet
ved det naturvidenskabelige fakultet ved Kgbenhavns Universitet (NAT-KU i resten af denne artikel). Derfor
har ogsa vi faet et didaktisk center , CND — Center for Naturfagsdidaktik.

Hvad skal det ggre godt for? Her er lidt om hvad det skal, hvad det kan, og hvad det maske kan fare til.

Centret skal virke for bedre undervisning i naturvidenskaberne — og det skal gare det forskningsbaseret .
Det retter sig mod alle fakultetets fag, ogsa mod de matematiske og datalogiske fag. Endvidere skal det
beskaeftige sig med museumsdidaktik (fordi NAT-KU ejer tre eller fire ganske store museer).

Derudover skal CND forestad uddannelsessociologiske undersggelser, f.eks. rekrutterings- og
studieforlgbsundersggelser, og det skal ggre hvad det kan for at fremme naturfagsdidaktikken inden for
hele uddannelsessystemet, herunder fx kompetenceudvikling inden for de naturvidenskabelige fag
gennem uddannelsessystemet (det er en del af vores ambition at vaere med i initiativer, der kan styrke
forstaelse af behovet for, at der i befolkningen er en bred naturvidenskabelig indsigt — det der kaldes 'Public



Understanding of Science’. Pa dette punkt har NAT-KU flere andre ting: Ungdomslaboratoriet, f.eks.)

Lige nu har centret bare én egentlig medarbejder, nemlig mig, centerleder pa halv tid. Men nér dette laeses
har vi ogsa en lektor, Henrik Busch, og en ung videnskabelig medarbejder, Tom Barsen Hansen. Desuden
regner vi med at have en professor og endnu en adjunkt i lgbet af efteraret 02. Bemeerk de ’almindelige’
universitetstitler: der er tale om anseettelser pa sadvanlige 'delte’ betingelser: forskning og undervisning.
Meget af undervisningen vil besta i deltagelse i de aktiviteter og udviklingsprojekter, jeg fortaeller om om
lidt.

Der er ogsa to ph.d studerende knyttet til centret, Kathrine Eriksen og Ole Ravn Christensen (begge pa
DCN-stipendier) og vi har en reekke specialestuderende: To af de nylige kandidater i matematik har saledes
haft tilknytning til centret. Her skal det ogsa neevnes at CND medvirker til etableringen af en national
forskerskole for ph.d-studerende i naturfagenes didaktik.

| efteraret 01 stod CND for et tvaerfagligt semesterkursus i naturfagsdidaktik for 3. ars- og
kandidatstuderende. Dette forlgb bliver gentaget. Og vi arbejder med pa at styrke studenterinstruktorernes
paedagogiske muligheder, ved afholdelse af jeevnlige introduktions-workshops.

Ganske snart vil CND overtage kgrslen af de adjunktpaedagogikumforlgb, som har veeret godti gang i en
arraekke. Nar det sker, er det tanken at udvide kundekredsen for disse aktiviteter til ogsa at omfatte
interesserede og/eller traengende fastansatte.

Nar man kigger efter, finder man adskillige af disse paedagogisk/didaktiske centre, ogsa pa andre fakulteter
ved KU. Ofte laegger disse centre saerlig vaegt pa IT-baseret laering og undervisning. Pa NAT-KU er der
blevet oprettet et seerskilt center, NIK, hvor IK star for IT-kompetence. CND og NIK samarbejder allerede
om didaktiske aktiviteter — og vi vil udbygge samarbejdet, sa vi i faellesskab kan bidrage til udviklingen af ny
universitets-paedagogik, der i hgjere grad end nu udnytter IT-muligheder i undervisningen.

Den mest ambitigse studieforlgbsundersggelse, som CND har givet sig i kast med indtil nu, hedder SUS.
Den omfatter alle fakultetets studiestartere 2001 (og vil senere, via registersggninger, komme til at
inddrage de seneste fem optagelsesar). Forhabentlig vil den kunne give vurderinger af, hvilke faktorer, der
er vigtige for en hgjere gennemfarelsesprocent

Sadan ligger landet for CND-KU i startfasen. Vi har nogle ar til at retfeerdiggere os i — og til at gare noget
for at aendre perspektivet for universitetsuddannelser og for universitetsansatte. Om disse ting er det nok
bedst, hvis jeg formulerer mig i et par personlige bemaerkninger, der mest har med matematik at gare.

Det er ikke nogen tilfaeldighed at matematikdidaktik er den mest udviklede specialisering af didaktikken.
Matematik er jo ofte et ganske tanketungt gebet, og det kraever omhu hos den leerende at komme ordentligt
ind pa livet af faget. Laereren opdager derfor naesten automatisk - maske undtagen i de mest upersonlige
foreleesningssituationer - at budskabet (og dets ‘'indpakning’) skal formes omhyggeligt hvis det skal na
frem. Behovet for overvejelser om virkemidler kommer helt af sig selv.

Det er ikke det samme som at vi kan og ber opfylde disse behov hver iseer, og fra grunden af. Ikke desto
mindre er det ofte grundholdningen. Kan du, keere leeser, genkende denne opfattelse af matematikdidaktik
‘i praksis’? En side af vores liv med matematik, som vi gerne vil tage alvorligt - og som vi faktisk ofrer en
del opmeerksomhed, men som vi nok ofte er tilbgijelig til at opfatte som af en vis 'sekundeer' karakter.

Der er ingen tvivl om at den enkelte universitetslaerer har mange geremal, og at de konkurrerer om
hans/hendes tid og opmeerksomhed. Karrierestrukturen hjaelper os ganske vist med at foretage
prioriteringer, fordi den (strukturen) har vaesentlig bedre metoder til maling — og honorering - af den
professionelle kvalitet af forskningsindsatsen. Det nyeste regelsaet for stillingsstrukturen ggr en del for at
give undervisningssiden et 'prestige’laft, men som saerlig markante opleves aendringerne ikke.



Det generelle klima er dog ved at skifte — jf. det politiske pres, og de aendrede samfundsbetingelser, jeg
hentydede til fer. Men der er fortsat plads til lidt from gnsketeenkning: Matte vi universitetsforskere — og
altsd ogsa matematikere — opfatte vores undervisning som en beskaeftigelse der er underlagt de samme
hgje professionaliseringskrav, som vi faler over for vores forskning.



Bodil Branner og Dansk Matematisk Forening

Af: Hans Jorgen Munkholm (pd vegne af DMFss tidligere og nuvcerende bestyrelse og Matildes
redaktion)

Af dagsordenen for generalforsamlingen ser jeg, at selv om Bodil er villig til at fortseette 1
bestyrelsen, sa traeder hun nu tilbage som formand. Jeg synes derfor der er grund til at fremhaeve
nogle af de mange ting, Bodil har gjort for dansk matematik i sin tid som formand for DMF.

Jeg sad med 1 bestyrelsen, da Bodil blev valgt som formand d.17. februar 1998 og i de forste to ar
af hendes formandsperiode. Méske gor det mig inhabil; men jeg valger at betragte den anden side
af sagen: Jeg har forstehandskendskab til en del af formandsperioden, og jeg kan bevidne, at Bodil
ikke blot har veret formand af navn. Det har 1 hgj grad vaeret hendes ideer, der har ligget bag de
mange @ndringer, som foreningen har gennemgaet i de seneste ar.

Formatet for generalforsamlingen 1 1998 var i sig selv en nyskabelse. Den foregik samtidig pa 6
forskellige universiteter, keedet sammen pr. videolink. Det skal dog indremmes, at arrangementet
ikke blev nogen overbevisende demonstration af video-link-systemets anvendelighed, og i
referatet af den nye bestyrelses forste mede, som fandt sted ni dage senere, hedder det bl.a. **"Med
hensyn til DMF foredrag med video link var der moderat interesse. Det foreslas at aftholde ca. et
foredrag om éaret.*)...... Vi synes ikke det er nedvendigt med en videolinkgruppe."

Fra starten 14 det Bodil meget pa sinde at gore foreningens dekningsomrade bredere, bide
geografisk og fagligt. Ved det netop omtalte bestyrelsesmeade sergede hun saledes for, at der blev
udpeget kontaktpersoner ved de tre matematiske institutter i landet, som ikke var reprasenteret i
bestyrelsen. Senere tog hun initiativ til en &ndring af foreningens statutter, sa vi ved dette ars
generalforsamling kan se forslag om en ordiner bestyrelse, der reprasenterer alle de matematiske
miljeer ved danske universiteter, ligesom den demonstrerer foreningens interesse for
matematikkens anvendelser.

Det var ogsé Bodil, der gennemforte en hérdt tiltreengt reform af optagelsesproceduren for nye
medlemmer. Tidligere kunne man kun optages, hvis man anbefaledes af to eksisterende
medlemmer, hvad der i hoj grad gav foreningen karakter af en lukket loge, hvor *“udenforstdende"
ikke havde nogen umiddelbar chance for at afgere, hvorvidt de og deres faglige interesser passede
ind. Som medlem af bestyrelsen ogsa for reformen foler jeg trang til at understrege, at der neppe
var nogen 1 bestyrelsen, som aktivt enskede logepraget, men vi tog altsd - i modsatning til Bodil -
ikke de nedvendige skridt til at afskaffe det. Nu blev der lagt et ansggningsskema ud pa
internettet, og dette viste sig hurtigt at gere rekrutteringsbasis bredere. Jeg har ikke adgang til de
seneste oplysninger - formandens beretning for 2001 er endnu ikke kommet - men beretningerne
fra 2000 og fra 1999 viser hver en medlemsfremgang pa ca. 10%.

Bladet Matilde er den sidste af Bodils nyskabelser for DMF, jeg vil naevne her, ikke fordi der ikke
er andre ting, som kunne/burde omtales, men fordi netop Matildes eksistens giver laseren
mulighed for selv at slé tilbage og kigge efter.

Jeg kan dog ikke slutte min lille epistel uden at bemerke, at Bodil ved siden af formandskabet for
DMF ogsé har haft energi til at virke som viceprasident i EMS, hun har veret medlem af det
Naturvidenskabelige Forskningsrdd, og hun har veret aktiv i EWM, bédde nationalt og



internationalt. I dansk matematik har vi grund til at vaere imponerede over den arbejdskraft, Bodil
har, og taknemmelige for den made hun bruger den pa.

*) Sa vidt jeg husker blev endda ikke dette moderate méal naet.

Odense d. 5. februar 2002



Interview med Uffe Haagerup

Af: Jacob v. B. Hjelmborg, Institut for Epidemiologi, Email: Jhjelmborg@health.sdu.dk

Det folgende interview er blevet til ved samtaler med professor i matematik ved Syddansk
Universitet, Uffe Haagerup. Professor ved universitetet i Oslo, Erling Stermer og professor ved
College de France 1 Paris, Alain Connes, har bidraget med kommentarer. Interviewet foregik 1
januar 2002.

Begyndelsen

Jacob: Hvornér er du fedt?

Uffe: Den 19. december 1949 i Kolding.

Jacob: Hvor er du vokset op?

Uffe: 1 Faborg pa Sydfyn fra jeg var halvandet &r gammel.
Jacob: Hvor har du géet i skole og hvornér blev du student?

Uffe: Jeg gik i skole i Fdborg, og siden i gymnasiet i Svendborg, hvor jeg blev student i 1968. Der
var ikke noget gymnasium i Faborg.

Jacob: Jeg vil gerne sporge dig om din studietid. Hvad er din uddannelse?

Uffe: Jeg startede i september 1968 pd matematik-fysik studiet ved Kebenhavns Universitet. Min

bror Jens, som er fire ar @ldre end mig, leste ogsd denne retning i Kebenhavn. Det lettede
studiestarten for mig, at han havde taget turen forst, og at jeg kunne sporge ham til rdds. P4 2. del
af studiet valgte jeg fysik.

Jacob: Hvorfor?

Uffe: Fysik havde pa 2. del en meget klar kursusstruktur, og jeg tog hovedkurser i almen
relativitetsteori og videregaende kvantemekanik, som jeg var meget interesseret i. Matematik
studiet havde mindre hierakisk opbygning, og appelerede ikke s meget til mig pa det tidspunkt.

Jacob: Du er altsa pa vej til at blive fysiker. Hvorledes kommer du ind i matematik?

Uffe: Jeg tog et valgfrit kursus 1 matematik, hvor artikler af .M. Segal blev gennemgaet. Det
handlede om matematisk behandling af elementar partikelfysik. Det var organiseret af Christian
Berg, Mogens Flensted Jensen og Esben Kehlet. Her blev jeg prasenteret for operator algebra
teori, idet Segal har von Neumann algebra teori som basis.

Jacob: Operator algebra teori bliver senere dit hovedomrade, og dette var altsd indledningen?

Uffe: Ja. En anden vaesentlig drsag til netop operator algebra var, at jeg sammen med Seren Kjer,
som var nylig kandidatstipendiat, gennemgik "Lecture notes on Tomita teori" af Takesaki, som
netop var blevet udgivet.

Jacob: Det ma have varet omkring 19727

Uffe: Ja, sommeren 1972. Tomita og Takesaki's arbejder blev et gennembrud pa det tidspunkt i



operator algebra, og kom til at preege de naeste 10 ars forskning.

Jacob: Sa var du inde 1 matematik, specielt operator algebra. Hvorndr skrev du speciale?

Uffe: Jeg ville gerne, at mit speciale skulle omhandle Tomita-Takesaki teori, specielt med henblik
pa at simplificere beviset for deres hovedsatning. Jeg gik til G. K. Pedersen, som synes at dette
var fint, for det var efterspurgt, og han blev min vejleder i efterdret 1972.

Jacob: Hvordan gik det?

Uffe: Midtvejs blev jeg mere interesseret i anvendelse af teorien, og fik lavet resultater der senere

blev til artiklen; "The standard form of von Neumann algebras". En del af disse resultater blev
ogsé uathaengigt fundet af Connes og Araki. Dette blev mit speciale, som var ferdigt i foréret

1973.
Jacob: Du blev altsa ferdig med dit speciale, hvad skete der herefter?

Uffe: Der var flere drsager der gjorde, at jeg udsked min kandidateksamen. Dels var min kereste,

nu kone, Pia ikke faerdig med sit speciale, dels kom der en tre ugers konference/sommerskole 1
operator algebra og matematisk fysik i Kebenhavn i 1973. Jeg fik lavet en anden artikel om
normale vaegte, som blev prasenteret ved sommerskolen. Sommerskolen gav ogsé anledning til, at
jeg fik opbygget et netverk til folk i operator algebra.

Jacob: Du har altsa to originale arbejder inden du faerdigger din kandidateksamen 1 januar 1974.
Uffe: Ja.
Jacob: Hvad gjorde du herefter?

Uffe: Jeg sogte hvad der var af stipendie muligheder, men fik afslag. Det var et vanskeligt

tidspunkt, og der kom en ny stillingsstruktur. De daverende kandidat-instruktorater, som var
meget favorable idet de havde varighed 1 op til 6 &r og med god mulighed for forskning, blev
slgjfet og adjunkt-lektor ordningen kom istedet. Jeg blev sé leererkandidat pd Nerre Gymnasium i
Husum.

Jacob: Hvor leenge var du der?

Uffe: I et halvt &r. Jeg sogte gymnasiestillinger pa det tidspunkt, samt de to universitetsstillinger

der var - en 1 Odense og en i Kebenhavn. P4 den gamle adjunkt-lektor ordning kunne man blive
adjunkt pé sit kandidat-eksamensbevis, hvor der idag kreves en Ph.D.-grad for dette.

Jacob: Overvejede du at sege til udlandet pé dette tidspunkt?

Uffe: Egentlig ikke. Takesaki var villig til at anerkende mit speciale som en amerikansk Ph.D.-
athandling og opfordrede mig til at s@ge en post. doc. stilling ved UCLA.

Jacob: Men du afslog.

Uffe: Ja, jeg var méske ikke helt sikker pd mig selv - havde kun lavet forskning i halvandet ar.

Derudover begyndte det at stramme til med hensyn til gymnasiestillinger, hvilke min kereste Pia
ogsé sagte, og de naeste fem ar sa ikke ud til at blive bedre 1 den henseende. Jeg sa et problem i at
tage tre ar til USA og s& komme hjem igen.

Jacob: Jeg vil vende tilbage senere med spergsmél om stillinger i udlandet. Hvornar medte du
Pia?

Uffe: P4 2. studiear, dvs. 1 1970. Vi gik pa samme hold.



Forsker

Jacob: Du bliver ansat som adjunkt i Odense i en alder af 24 ar. Baggrunden for ansattelsen er
altsa dine to artikler og din kandidatgrad?

Uffe: Ja.
Jacob: Hvad laver Pia i denne periode?

Uffe: Hun bliver ansat som lererkandidat pd Skt. Knuds Gymnasium i Odense for efterdret 1974,

og i foraret 1975 har hun et vikariat pa universitetet i Odense med undervisning i statistik. Fra
sommeren 1975 er hun fastansat pa Skt. Knuds Gymnasium.

Jacob: I far altsd begge job 1 Odense pa det tidspunkt, hvor du bliver adjunkt. Hvad far nu
indflydelse pa din forskning?

Uffe: Jeg havde nogle ideer og var meget alene. Naermeste kollega var Niels Jorgen Nielsen i

Banachrumsteori. Men det var egentlig ikke det store problem at vaere alene 1 Odense, for jeg
havde etableret et netveerk udadtil under fernaevnte sommerskole i Kebenhavn i 1973. Det storste
problem for mig var afgjort tiden, for vi var kun fa ansatte, og métte undervise en hel del -
minimum var seks timer om ugen. Men det lykkedes mig at fa stipendium, og dermed
undervisningsfti, 1 to ar.

e Haagerup

Jacob: Hvornar forlgb stipendiet, og hvornar blev du lektor?
Uffe: Jeg fik stipendiet i 1977, og havde det indtil jeg blev lektor i 1979.

Jacob: Du n®vnte for, at undervisningsbelastningen var minimum seks timer om ugen. Gelder
det samme idag?

Uffe: Ja. Adjunkter har dog idag mulighed for et halvt &rs orlov, samt maximalt fire
undervisningstimer om ugen.



Jacob: Du bliver Danmarks yngste professor i matematik. Hvornar var det, og hvad skete der
herefter?

Uffe: Det var 1 august 1981. 1 1982-83 er jeg et halvt &r pd UCLA og et halvt ar 1 Philadelphia.

Den senere Fields medalist, Vaughan Jones, var begge steder samtidig med mig, hvilket ikke var
planlagt, men gjorde, at jeg kom ind 1 delfaktor teori.

I 1988-19809 har jeg orlov igen. Sammen med Erling Stermer, professor i Oslo, arrangerede jeg et
operator algebra ar ved Mittag-Leftler instituttet i Stokholm.

Yderligere havde jeg orlov i foraret 2001, hvor jeg var ansat af CLAY-fonden ved MSRI i
Berkeley. Jeg var medorganisator af operator algebra aret 2000-01 her.

Jacob: Havde du god tid til forskning under dit ophold ved MSRI i Berkeley?

Uffe: Ja, det m4 jeg sige. Det var en meget positiv oplevelse, som jeg ikke har oplevet siden min
orlov i 1982-83. Mange af mine nare samarbejdspartnere var pd MSRI, og vi fik lavet en del.

Champagne problemet

Jacob: Du navnte, at du i sidste del af din studietid fik opbygget et netveerk til
forskningskollegaer. Kan du uddybe?

Uffe: Forst og fremmest lerte jeg Alain Connes at kende. Jeg fulgte teet Connes' arbejde med
injektive von Neumann algebra faktorer, som blev ferdigt i 1975.

Jacob: Hvori bestod Connes' champagne-problem?

Uffe: 1 1978 besogte jeg Connes 1 to uger 1 Paris og pa hans foraldres landsted 1 Normandiet. Vi

diskuterede det abne problem - det senere omtalte champagne problem, om der kun var én
hyperendelig I1I_1-faktor?

Jacob: Hvad kom der ud af dette?

Uffe: Forst under min orlov i 1982-83 fik jeg for alvor mulighed for at arbejde med dette problem.

I forste omgang blev det til en vaesentlig reduktion i beviset for Connes' klassifikationssetning for
injektive von Neumann faktorer, men forst i efteraret 1984 fik jeg lost problemet med III 1-
faktoren - det vil sige, der er kun én.

Jacob: Det kom 1 Acta Matematica i 1987?
Uffe: Ja.
Jacob: Er det dit bedste resultat?

Uffe: Ja, det er det.

Jacob: Vaughan Jones foreslog i forbindelse med dette interview, at sporge dig om hvilket resultat
der er dit bedste. Det har du sa svaret pa. Var det hardt at opna?

Uffe: Det var mest sjovt. Jeg troede, at jeg var taet pa i sommeren 1983, men kunne ikke fa

kontinuert arbejdstid til dette, og valgte at udskyde det til sommeren efter. Det viste sig at vaere
heldigt, for min oprindelige tilgang faldt til jorden. Den hérdeste periode var faktisk de to maneder
der gik fra at jeg mente, at have lost problemet til at have skrevet det ordentligt op. Normalt er jeg
meget aben overfor kollegaer, men det problem havde efterhanden opnéet en sddan status, at man



ikke bare kunne sige at have lost det uden at have dokumentationen klar.

Jacob: Jeg spurgte Alain Connes, om han ville stille spergsmal til dig og/eller karakterisere dig 1
forbindelse med interviewet. Connes valgte det sidste og skrev felgende:

Uffe is the best analyst I ever had a chance to colaborate with. I remember vividly his first
appearance in the field of operator algebras and the striking elegance, clarity and strength of his
contributions. From my own perspective an analyst is characterized by the ability of having
"direct access to the infinite" and Uffe possesses that quality to perfection. Our roads did cross
several times, the most notable being the fight with the hyperfinite III 1 on which we had long and
intense discussions in my country house, ending up when both of us got a terrible migraine.

1 just want to congratulate Uffe for his great achievements, and say "chapeau bas" to this
wonderful analyst!

Alain Connes.

Hovedtaler ved ICM 2002

Jacob: Udover en flaske champagne fra Connes har du modtaget priser - kan du uddybe?

Uffe: Der kom nogle i forlengelse af losningen af champagne problemet, bla. Friedman prisen

[The Samuel Friedman Award, red.], som arligt skulle uddeles til en dansk forsker eller kunstner.
Det var i april 1985, og der medfulgte 10000 $.

Jacob: Du har faet Ole Remer medaljen, som nok er den fornemste danske pris 1 naturvidenskab.
Hvornér var det?

Uffe: Det var 1 foraret 1989.

Jacob: Jeg vil gerne skrue tiden tilbage igen. Hvem var, udover Connes, i det netverk, som du fik
etableret 1 19737

Uffe: Det var Takesaki, Kadison, van Daele, og jeg havde forbindelse til den norske operator

algebra gruppe; Stermer, Bratteli, Skau, Alfsen, Landstad og Digernes. Jeg blev medvejleder for
flere af van Daeles studerende, heriblandt De Canniére.

Jacob: Kadison er en af pionererne i operator algebra.

Uffe: Ja, han sergede for, at jeg kom til Philadelphia 1 1978, hvor jeg medte Effros, som kom til at
betyde meget for mig senere, samt A. Wassermann, som var Ph.D. studerende pé det tidspunkt.

Jacob: I forbindelse med dette interview skrev Erling Stermer folgende:

Ulffe og jeg har flere fellesarbeider. De fleste har fremkommet pd folgende vis. Jeg har jobbet i
lengre tid pa et problem. Sa har jeg spurt Uffe om hjelp, og sd har han, vanligvis pd kort tid, vist
det teknisk vanskelige resultatet som ga losningen. Et godt eksempel er fra en konferanse i
Romania. Jeg skulle holde foredrag om diameterformelen for det normale tilstandsrommet til
faktorer. Men jeg var litt usikker, for det var to kandidater til formelen. Sd jeg snakket med Ulffe.
Jo, sa han,; det matte veere den ene. Sa om kvelden satte han seg for d regne, og neste morgen kom
han med et 6 siders bevis for den formelen han sa mdtte veere den riktige. Sd da kunne jeg holde
foredraget mitt med en god folelse.

Erling Stormer.



Jacob: Har du en kommentar til dette?

Uffe: Jeg kan godt huske historien; Det var i Rumenien i 1983. Det blev starten pa et langt og

frugtbart samarbejde med Erling Stermer, specielt arbejdet med klassifikation af tilstande pd von
Neumann algebraer, som vi startede pé, mens vi delte lejlighed ved MSRI 1 1985. Vi blev forst
feerdige 1 1987, sa det var ikke alle problemer, der kunne klares pé nogle fa timer.

Jacob: Et opslag pa MathSciNet under "Haagerup" viser, at du er forfatter og medforfatter pd over
65 publicerede artikler, og titlerne pa disse antyder stor diversitet. Har du et yndlingsomrade?

Uffe: Nok ikke et bestemt emne, men nok mere det at grave sig ned i et problem, og at kunne

bidrage med veasenligt nyt. Diversiteten, du naevner, udtrykker nok mere det, at jeg har veret i
branchen i snart 30 &r. Jeg gér ikke efter mode-emner. De problemer jeg gér efter, kommer nok
mere fra mit eget hoved, end fra hvad andre gar og laver pa et givet tidspunkt. En undtagelse er
dog nok delfaktor teori, som startede med, at jeg skulle finde et problem til en dygtig Ph.D.
studerende, John Schou, og valgte delfaktor teori, som var et varmt emne pa det tidspunkt. Det
endte sd med at blive mit eget hovedforskningsomrade 1 6-7 4r.

Jacob: Hvad er dit hovedforskningsomrade nu?

Uffe: Det er fri sandsynlighedsteori samt stokastiske matricer, hvor jeg forseger at anvende denne
teori pa mere klassiske problemer indenfor operator algebra teori. Der er et resultat med Steen
Thorbjernsen, som har betydning for klassifikation af C*-algebraer. Et andet resultat er med Ken
Dykema og omhandler "invariant subspace"problemet relativt til en von Neumann algebra.
Jacob: Professor pA UCLA, Ed Effros, udtalte under et foredrag folgende: "Be aware of what
Haagerup might keep under his desk". Du har over 65 publicerede artikler - hvor mange resultater
er upublicerede?

Uffe: Jeg vil gerne indremme, at jeg er kendt for at have en del upublicerede resultater, som

cirkulerer i forelobigt hindskrevne udgaver. Det sjoveste i processen har varet at fa problemet
lost, og jeg har ikke altid kunnet tage mig sammen til at pudse resultatet af til publikation.

Jacob: Det far mig pudsigt nok til at sperge dig om din position som hovedredakter pd Acta
Mathematica.

Uffe: Kan vi udskyde det til senere i interviewet?
Jacob: Gerne.
Jacob: Kan du nzvne andre af dine resultater, som du verdszatter hojt?

Uffe: Jeg var den forste, der lavede en generalisation af et Lp-rum herende til en vilkarlig von

Neumann algebra. Disse anvendes stadig af folk der arbejder pa grenseomradet mellem
Banachrumsteori og operator algebra. I 1981 fik jeg lost et andet problem formuleret af Connes,
nemlig at nukleaere C*-algebraer er det samme som amenable C*-algebraer. Tomita-Takesaki teori
gav fornavnte resultat med Stermer om klassifikation af tilstande for von Neumann algebraer.

Jacob: Af nyere resultater?

Uffe: Det er nok konstruktionen af delfaktorer med index sterre end 4, men teet pa 4. Specielt er
5+.013

der en med index 2




Jacob: Konstruktionen af sidstnavnte er vist ret utraditionel?

Uffe: Ja, man har segt storre maskiner til at konstruere disse, hvor min konstruktionsmetode har

mere karakter af "brute force", og eksemplet er eksotisk, men bliver brugt som test-tilfalde for
starre maskiner.

Jacob: Anvender du matematisk software i din forskning?

Uffe: Ja. Konkrete problemer for delfaktorer ender som regel med, at man skal lose ret komplekse

polynomielle ligningssystemer, hvor man med fordel kan anvende computer algebra pakker,
"symbolic computation".

Jacob: Du skal vere *“plenary speaker" ved ICM 2002 i Beijing. Det er blandt andet ved den

lejlighed, at Fields-medaljen bliver uddelt. Der er 20 "Plenary talks" og en reekke foredrag fordelt
pa 19 sessioner. Seneste danske hovedtalere ved ICM er Borge Jessen i Amsterdam i 1954, og
Harald Bohr 1 1950. Sidstnavnte i1 forbindelse med overrakkelsen af Fieldsmedaljen til L.
Schwartz.

Uffe: Jeg er naturligvis meget glad og beret over at vere inviteret.

Jacob: I 1986 talte du ved en lignende lejlighed om Connes champagne problem, dog ikke som
“"plenary speaker". Hvad skyldes invitationen denne gang?

Uffe: Jeg kan ikke pege pé et bestemt resultat dennegang. Arsagen til invitationen skyldes nok
min generelle indsats indenfor feltet over en leengere arrekke.

Acta Mathematica

Jacob: Jeg erindrer, at du havde undervisningsorlov i Odense i foraret 2000 uden at du rejste. Var
det for at fa tid til din forskning?

Uffe: Ja, og det kan jeg godt finde pd at gore igen.

Jacob: Var det for egen regning, dvs. med reduceret lon?
Uffe: Ja, det var det.

Jacob: Hvorledes er matematikere i Danmark stillet idag?

Uffe: Jeg synes, at vi er blevet presset gennem arene til mere undervisning og administration.

Politikerne er mindre interesserede 1 forskning. Godt nok er jeg med i et forskningscenter
[MaPhySto, red.], men pengene kan ikke benyttes til frikeb fra undervisning. Det er selvfolgelig
positivt, at vi far penge til konferencer og post.doc. Stillinger, men det tager altsammen tid.

Jacob: Er du bekymret for fremtiden?

Uffe: Jeg er mest bekymret for vores unge forskere, og det at vi maske kommer til at ansatte de
forkerte, nér vi pludselig om ti &r mangler folk og skal ansatte et stort antal.

Jacob: Altsa situationen fra 1960'erne.

Uffe: Ja. Men jeg er ogsa bekymret for vilkdrene for universitetsansatte - at vilkarene skal blive sa



dérlige, at vi ikke kan tiltreekke og fastholde unge dygtige folk.

Jacob: Hvorledes ser du uddannelsen i matematik generelt?

Uffe: Med hensyn til Ph.D. uddannelsen, s& var det gamle system, hvor man kunne fa

kandidatstipendium i op til seks ér, og hvor ingen holdt gje med een, for slapt. Nu er vi méske pa
vej 1 den modsatte groft med et lidt firkantet system. Jeg sa gerne mere "elastik" med plads til et
fjumre-ar. Jeg vil ikke gé ind pa folkeskole og gymnasie omradet.

Jacob: Hvordan ser du fremtiden for operator algebra i Odense?

Uffe: Mikael Rordam har for nyligt sagt ja til at tiltreede som professor i operator algebra 1. juli

2002, sa jeg ser ret lyst pa fremtiden, bade hvad angar forskning, og det at skabe et godt milje for
Ph.D. studerende i operator algebra 1 Odense.

Jacob: Du blev i1 ar 2000 udnaevnt til ansvarshavende redakter for tidskriftet "Acta Mathematica",
som udgives ved Mittag-Leffler instituttet i Stokholm. Kan du beskrive dit arbejde?

Uffe: Jeg har formelt titel af ordferende redakter. Jeg skal sammen med de fire andre redakterer
forsoge at udvelge de bedste af de artikler som indsendes.

Jacob: Det lyder som et stort arbejde. Hvor stor en del af modtagne artikler bliver optaget i Acta?

Uffe: Det er et stort arbejde, og bestemt storre end jeg havde forudset, da jeg sagde ja til jobbet.

Med hensyn til optagelse af artikler kan man godt sammenligne med et isbjerg; Det man ser 1 Acta
udger kun 10% af det som indsendes. Det betyder, at vi bruger meget af vores tid og af
referee'ernes tid pa afvisning, hvilket ikke er opmuntrene.

Jacob: Hvorledes ser du Acta nu, og vil du vove at spa om den fremtidige udvikling?

Uffe: Jeg kunne godt enske mig tilbage til den tid, hvor tidsskrifternes hovedformaél var at gere

forskningsresultater tilgaengelige. De fleste tidsskrifter er nok inde i en brydningstid pga. den lette
adgang til publikation gennem preprint databaser, og der er maske nok en tendens til at folk bruger
tidsskrifter som Annals og Acta til at fa et "guldrandet papir", som pa hjemmebanen letter
adgangen til fondsmidler, jobs og forfremmelse. Det er ikke en udvikling, som jeg er glad for, men
haber at Acta og de fleste af de andre gode matematiske tidsskrifter vil fa en fornuftig rolle i det
fremtidige publikationsspektrum.

Jacob: Kun fire personer for dig har besat hovedredakterposten pa Acta siden stiftelsen 1 1882.
Miske kommer du til at sidde laenge pé posten og praege tidskriftet betydeligt?

Uffe: Sidste redakter, Carleson, var hovedredakter i 12 &r, men meget engageret i Acta i de

foregaende 30 ar. Redakteren bliver nu udvalgt af bestyrelsen pa Mittag-Leffler Instituttet for 3 ar
ad gangen. Jeg ved ikke hvor leenge de vil have mig, eller hvor leenge jeg selv har lyst til at
fortsaette.

Ungdomsar

Jacob: Hvornar blev du interesseret 1 matematik?

Uffe: Jeg havde den store fordel, at min storebror, som er fire ar &ldre end mig, meget gerne ville
lere mig det, som han lerte i skolen.

Jacob: Hvad var det typisk?



Uffe: Almindelig regning, men jeg fik fat i en Erlang tabel, da jeg gik i fjerde klasse, sa jeg kunne
regne med trigonometriske funktioner og logaritmer.

I gymnasiet blev jeg meget optaget af "Feynman Lectures" og noter om kompleks funktionsteori
fra min bror, som var pd matematik-fysik studiet i Kebenhavn pé det tidspunkt. Minimalflader og
hyperbolsk geometri interesserede mig ogséd meget. Jeg var nok endt i geometrisk retning, hvis
ikke operator algebra.

Jacob: Med hensyn til geometrisk retning, sd har du et fellesarbejde med Hans Jorgen Munkholm

om hyperbolsk geometri. Det er en artikel i Acta fra 1981. Du er altsé ikke blot "skabs-
geometriker"?

Uffe: Nej. En del af det fellesarbejde gar nok tilbage til min interesse i hyperbolsk geometri 1

ungdomsarene. Jeg har ogsa senere skrevet artikler om operator algebra, hvor hyperbolske rum
spiller en vasentlig rolle.

Jacob: Hvorfra stammer din interesse for landkort og atlas?

Uffe: Som 10 arig startede jeg som medhj@lper hos den lokale landinspektor 1 Fiborg. Jeg fik
efterhdnden lov til at lave beregningsopgaver pa landinspekterkontoret.

Jacob: Dette gav pa et tidspunkt anledning til medieomtale.

Uffe: Ja, som 14 arig fik jeg lejlighed til at lave en udstykningsplan for et storre

sommerhusomrade. Det var en lidt pudsig historie, for et kabenhavnsk ingenierfirma havde forst
faet opgaven, men havde ikke varet grundige nok, sd landinspekteren fik opgaven, hvor jeg
lavede et losningsforslag, som istedet blev vedtaget af Horne Kommune. Landinspekteren kunne
ikke lade vaere med at lave grin med, at Horne Kommune ikke kunne fa en brugbar legsning fra et
ingenierfirma, men istedet fra en 14 drig. Historien kom ferst 1 den lokale avis, og senere 1
landsdekkende blade i mere eller mindre forvansket form.

Jacob: Du blev immatrikuleret pa Kebenhavns Universitet i 1968. Var du med i
"ungdomsopraret" ?

Uffe: Det interesserede mig ikke sa meget. Jeg startede i Kebenhavn midt i det hele, og teenkte
mest pa at overleve det forste studiear bdde socialt og fagligt.

Jacob: Lige en indskydelse. Du er vokset op pa Fyn - havde du valgt Odense som studiested, hvis
det havde veret muligt?



Uffe 1 barndomshjemmet 1 Faborg. Den
fiortendrige landmalerassistent viser sif forslag

#l udstpkning af'ef starre sommerhusomrdde.

Uffe: Jeg var 18 ar dengang, og klar til at komme rigtigt hjemmefra. Odense ville nok have varet
for tet pa.

Jacob: Hvorledes gik filosofikum for dig?

Uffe: Jo, det var nok det eneste "oprer", som jeg har deltaget i. Der var en del ballade med

filosofikum; Dérlige forhold og store hold. Bla. blev studenterne tvangsfordelt mellem
forelaeserne. Der var pa det tidspunkt en ung meget popular ekstern underviser fra Norge, Sellin,
og jeg valgte at folge hans undervisning med det formal, at fa mulighed for at afslutte filosofikum
allerede efter et halvt ar. Sellin arrangerede, at de som ikke var formelt tilmeldt hans hold kunne
gé til eksamen 1 Norge. Vi var 24 pé en fremragende tur til Trondhjem, hvor vi gik til eksamen.
Neste ar var der 200, som tog til Norge for at ga til eksamen. Det gav en heftig politisk debat,
som resulterede 1 at filosofikum blev afskaffet aret efter.

Far

Jacob: Hvad er "Haagerup Webdesign" og "The Donald Duck Club", som findes pé internettet?

Uffe: Jeg har aldrig rigtig beskeftiget mig med hvad der foregér i computerverdenen, men det gor

mine barn, Peter og Seren. De har startet "Haagerup Webdesign" for at supplere deres
lommepenge.

Jacob: Hvor gamle er de?

Uffe: 14 og 12 ar. Derudover driver de "www.donaldduckclub.com", som er blevet en populer
Disney-fan klub pa nettet.

Jacob: Det har varet en spendende samtale, og jeg vil takke dig herfor. Inden vi slutter vil jeg
gerne stille dig et sidste spergsmal: Har du overvejet job i udlandet?

Uffe: Jeg har aldrig segt job i udlandet, men har fiet enkelte favorable tilbud, som jeg har afslaet
af hensyn til min kones arbejde, og fordi vi synes, at vores bern skal vokse op i Danmark.




Familien Haagerup. Fra vensfre: Fia, Fefer, Soren og Uik



